Matematikkens elementaere videnskabsteori

Forord

Nearvaerende artikelsamling er udarbejdet af en arbejdsgruppe nedsat under Matematiklarer-
foreningen med stgtte fra Undervisningsministeriet.

Forsvindende fa elever velger matematik, nar de skal til eksamen i almen studieforberedelse. En
medvirkende arsag til nedsettelsen af arbejdsgruppen har nok veret en ministeriel mistanke om, at
eleverne viger tilbage for faget, fordi de — og maske ogsa i nogen grad deres lerere — fgler sig
usikre over for matematikkens videnskabsteori — og en forhabning om, at gruppens arbejde kunne
rette op pa dette. Elevernes interesse for videnskabsteori vakkes i den daglige undervisning. Derfor
indeholder artikelsamlingen ikke alene forslag til AT-relaterede forlgb, men ogsa ideer til at
anlegge videnskabsteoretiske overvejelser over det daglige arbejde i klassen.

Gruppen har spandt vidt, og blandt sine medlemmer talt en matematikfilosof, en filosof, en teolog
og en fagdidaktiker in spe. Fellesn@vneren for gruppens medlemmer, som alle er praktiserende
gymnasielarere udi faget, er en optagethed af de to spgrgsmal

¢ Hvad er matematik?
e Hvordan ggres spgrgsmalet vedkommende for elever og lerere?

Artikelsamlingen indeholder ikke en systematisk gennemgang af matematiks videnskabsteori. Hvis
mals@tningen om at fa flere elever til at velge matematik i forbindelse med AT skal indfries, er det
vigtigtigere, at de spgrgsmal, der diskuteres, knytter an til det matematikfag, eleverne kender, end at
man kommer hele vejen rundt om emnet.

Artikelsamlingen henvender sig primert til l&rere, men flere artikler indeholder kommenterede
forslag til elevaktiviteter. Materialet er gjort tilgeengelig pa nettet, sa leereren kan skeere det til.

Artiklerne spender fra jordnare anvisninger pa, hvordan eleverne skal forholde sig til
metoderedeggrelsen i AT-synopsen, over debatindleg via forslag til konkrete undervisningsforlgb
til fortolkning af Platons Timaios og et filosofisk blik pa uendelighedsbegrebet. Fra det elementare
til det hgjpandede. Fra det direkte anvendelige til stof, der maner til eftertanke. Vi haber, at der er
noget for enhver smag.

For at man kan danne sig et indtryk og vaelge ud, fglger nu en kort skitse af indholdet, disponeret
efter emnerne i den nye vejlednings afsnit om fagets identitet og metoder.

Matematisk tankegang rummer bl.a. nogle overvejelser over tallenes natur: de er ikke virkelighed,
de repreasenterer virkelighed. Afsnittet gar med andre ord ind i diskussionen om det kompleks, der
kaldes matematikkens grundlag.




Terese Nielsens artikel *Hvad er tal?’ anviser ideer til at inddrage denne diskussion konkret i den
daglige undervisning: Tal, regning og kendskab til talmangder er en del af kernestoffet 1 matematik
i gymnasiet. Matematikkens genstandsomrade ggr faget til et specielt fag, for det ligner ikke
hverken natur-, human- eller samfundsvidenskabernes genstandsomrade. Det vil man kunne vise
eleverne ved at fokusere pa spgrgsmal om, hvad tal er og kan og ikke kan, og hvad forholdet
mellem talsymboler ( tegnet ’9’ ) og tal (tallet 9 ) er, i forbindelse med den almindelige
undervisning. Artiklen indeholder forslag til filosofiske synsvinkler og gvelser med korte
prasentationer af ideerne til leereren og gvelser til eleverne.

Jgrgen Ebbesens artikel Rotter og indianere’ beskeaftiger sig med samme spgrgsmal pa et lidt
mere filosofisk plan. Artiklen behandler diskussionen, om tallene er menneskeskabte, eller de i en
eller anden forstand findes uathaengigt at mennesket. Tilgangen til spgrgsmalet er ufilosofisk og
utraditionel. Pa den ene side har dyr tilsyneladende en slags talfornemmelse, hvilket taler for, at
tallene eksisterer uafhangigt af mennesket. Pa den anden side tyder studier af en isoleret
indianerstamme i Amazonas pa, at det er umuligt at have et pracist talbegreb, hvis man taler et
sprog uden talord. Artiklen forholder sig ogsa til den daglige undervisning i den forstand, at den
indeholder en lang rekke opgaver, der forsgger at levendeggre diskussionen om den matematiske
realisme.

Karen Thorsens genfortzelling af skabelsesberetningen i Platons dialog Timaios gengiver en
matematisk skabelsesmyte, der forteller om, hvorledes de naturlige tal er teenkt ind i hele universet
som barende struktur allerede fra skabelsen. Myten viser, hvilken tryghed den matematiske
realisme har givet mennesket og giver anledning til at overveje, hvad det betyder, at vi skal undvare
denne tryghed, - hvis vi altsa skal. Artiklen kan danne oplag til et AT-forlgb i 3g, hvor matematik
samarbejder med f.eks. oldtidskundskab eller filosofi. Der gives arbejdsspgrgsmal til teksten samt
en rekke forslag til videre arbejde.

Matematisk sprog omhandler symbolsproget.

Petur B. Petersens artikel ’Om brugen af matematiske tegn og objekter i en god matematisk
fremstilling’ understreger, at det er vigtigt, at symbolerne anvendes pa en klar og meningsfyldt
made, saledes at den matematiske tekst bliver klar og sammenhangende. Artiklens formal er at
skerpe opmarksomheden herom i savel skriftlig som mundtlig fremstilling af matematik. Artiklen
omhandler objekterne tal, mengder og udsagn. Artiklen, der ogsa indeholder sma opgaver med
facit, vil kunne anvendes 1 forbindelse med et kort forlgb om god matematisk stil fra anden halvdel
af 1.g og fremefter.

Matematikkens udvikling omtaler bevagelsen fra nye problemer til nye Igsninger gennem en
udvidelse af begreberne. En illustration heraf er

Charlotte Stefansens artikel ’Aristoteles om uendelighed’: Begrebet om uendelighed har gennem
matematikkens historie voldt flere matematikere og filosoffer hovedbrud. Her beskrives kort,



hvorledes den graeske filosof Aristoteles ved en distinktion mellem aktuel og potentiel veren giver
et bud pa, hvordan uendelighed skal opfattes. Beskrivelsen kan bruges til at lave et kortere forlgb i
en 2.- eller 3.g-klasse om matematikkens historie. Emnet kunne vare uendelighed, men kunne ogsa
vare en problematisering af matematikkens grundlag. Artiklen kan enten lases af eleverne eller
anvendes som larerens inspiration.

Matematisk r&esonnement omtaler bl.a. det matematiske bevis.

Mads Keinickes opsats "Matematiske beviser’ foreslar, at man for at imgdekomme elevernes
vanskelighed med at forsta, hvad et matematisk bevis er, og hvorfor vi overhovedet gennemfgrer
beviser, opstiller en fast skabelon til at analysere de beviser, som forekommer i l&rebggerne.
Artiklen anviser, hvordan man kan opbygge en sadan skabelon, og hvordan man kan anvende den i
undervisningen.

Til afsnittet Matematisk modellering hgrer artiklen:

Jgrgen Ebbesen: "Magrittes pibe og matematisk modellering’. Matematisk modellering har ikke
altid spillet den rolle, den ggr 1 dag. Artiklen skitserer baggrunden for, at den er blevet central 1
gymnasiet, og presenterer en model for modelleringsprocessen. Statistisk modellering, som er
blevet opprioriteret med reformen og ma forventes at spille en vigtig rolle i det tverfaglige
samarbejde med biologi og samfundsfag, behandles sa@rskilt i Jgrgen Ebbesen: En kort
bemzrkning om stokastikken’.

Endvidere prasenteres fglgende indleg, som er fagdidaktiske ( Jakob Holm ) eller
videnskabsteoretiske i deres indhold, og som ifglge sagens natur overvejende er baggrundslasning
for lereren:

Jakob Holm: ’Kompetencer i matematik, ét redskab til at tale om videnskabelighed i
matematik’ er et bud pa ét redskab til at tale om matematikfagets videnskabelighed i AT-
sammenhzang: at benytte kompetencer. Her benyttes kompetencerne fra den sakaldte KOM-rapport.
Disse kompetencer introduceres kort, og derefter bliver de faglige mal fra bekendtggrelsen i Stx-A
rubriceret under deres forskellige kompetencer.

Jakob Holms: ’Kompetencer i matematik, et eksempel’ er et grydeklart undervisningsforlgb, hvor
begrebsapparatet fra ovenstaende artikel konkretiseres og eksemplificeres med udgangspunkt i en
konkret modellering af alkoholindtagelse i1 forbindelse med bilkgrsel. Indledningsvis analyseres
modelleringsprocessen grundigt fra et kompetenceperspektiv. Dette leder frem til, at l&seren selv
skal kunne foretage analysen. Eksemplet kan laeses og benyttes uathengigt af den foregaende
artikel.

Jgrgen Ebbesen: ’Elementaer videnskabsteori aint no such thing’ argumenterer for, at udtrykket
elementcer videnskabsteori 1 sig selv ikke giver mening, og at vi derfor som matematiklerere i



gymnasiet har vide rammer for, hvordan vi vil fortolke det. Forfatteren giver sit personlige bud pa,
hvordan en sadan teori kan udformes med hovedvagten pa faget som gymnasiefag. Inddragelse af
fagdidaktiske spgrgsmal kan ses som et middel til at ggre teorien meningsfuld for leerere og elever.

Jorgen Ebbesen: *Den rette linje som den rgde trad’. Med den rette linje som gennemgaende
eksempel illustreres, at det ikke er svert at anleegge et videnskabsteoretisk perspektiv pa
matematikfagets kernestof. I stedet for at tilretteleegge selvstendige forlgb i videnskabsteori kan og
bgr videnskabsteorien ifglge artiklen integreres i den daglige undervisning.

Jgrgen Ebbesen: "Matematikfagets metoder’. Artiklen plederer for, at matematiks lereplan kan
bruges som tjekliste, nar eleverne skal redeggre for de anvendte metoder i AT-sammenhzng.

Jgrgen Ebbesen: At smgrrebrgd er ikke mad’. I den nye lereplan for AT er tvaerfaglighed pa
tveers af hovedomraderne bortfaldet som fagligt mal. Det betyder formentligt, at mange flere
elever vil velge matematik som det ene fag til AT-eksamen. Det er gledeligt, men tvinger os
samtidig til at tage stilling til spgrgsmalet: hvornar er faget ngdvendigt for at behandle sagen?



Hvad er tal?

Af Terese M. O. Nielsen
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Indledning

Formal med denne skrivelse er at give matematiklererne nogle gvelser, der kan puttes ind i
almindelig undervisning, eller maske et kortere selvstandigt forlgb (2-3 lektioner), om den
filosofiske vinkel pa spgrgsmalet i overskriften: "Hvad er tal?".

Baggrunden er, at fag ofte karakteriseres ved deres genstandsomrade(r) og deres metode(r).
Eftersom mange af de emner, vi beskaftiger os med i matematik, kan fgres tilbage til tal og former,
er det oplagt at indsnavre spgrgsmalet om, hvad matematikken egentlig handler om, til spgrgsmalet
om, hvad tal er. Derudover ligger det i direkte forl&ngelse af det almindelige arbejde med at
undervise elever i at regne med forskellige tal-typer (brgker, negative tal, decimalnotation, potenser
osv). I lereplanen for A-niveau indgar eksplicit "rationale og irrationale tal" som et emne, der kan
give anledning til at spgrge, hvad et tal er (mere om dette senere).



Emner - 1g

Regning - tal og reprzasentationer af tal

Kernestof. Citat fra l&replanen
(https://www.retsinformation.dk/Forms/R0710.aspx?1d=120566#Bil37)

— regningsarternes hierarki, ligningslgsning med grafiske og simple analytiske metoder, procent-
og rentesregning, absolut og relativ @ndring

— formeludtryk til beskrivelse af ligefrem og omvendt proportionalitet samt lineere
sammenhange, eksponentielle ssmmenhange og potenssammenhange mellem variable

Alle elever skal kunne benytte brgker, decimaltal, procentsatser og potenstal. De bliver ogsa
prasenteret for videnskabelig notation, f.eks. Jordens masse skrevet som m=5,976-10"’ g.

Dette kan give anledning til at tale om sprogfilosofi: navne og det, de er navne pa; tegn og det, de
betegner.

Formaélet med gvelsen er
1) ateleverne bruger fagtermerne brgk, rationalt tal, procentsats, videnskabelig notation
(i spgrgsmal ¢)

ii) at eleverne diskuterer, at valg af reprasentation afthaenger af kontekst og formal

Noget af det, der efter min mening er helt specielt for matematik er, at greensen mellem tegn og det,
de betegner, er langt mere flydende end i andre fag. Det er indlysende, at ordet "hest" og tingen hest
ikke er det samme. Men det er knap sa indlysende at tegnet "2" og tallet 2 ikke er det samme.

Ovelser om forskellige reprasentationer af det samme tal , se side 16.

Litteratur: Der findes utroligt meget sprogfilosofisk litteratur. Denne artikel danner udgangspunkt
for meget af diskussionen, og sa er den skrevet af en matematiker - som dog gar ud fra, at man har
lest Kant:

Gottlob Frege: "Om mening og betydning". I Filosofiens, sprogets og matematikkens grundlag (ved
Peer F. Bundgaard og Lars Binderup). Forlaget Philosophia 2002.

Potenstal - definitioner og beviste sandheder
Eleverne skal leere potensregnereglerne. I den forbindelse stgder man pa forskellen pa bevist
sandhed og vedtaget definition, isr i forbindelse med diskussion af, hvad a° betyder.

Oversigt over definition, saetning, aksiom

Her er en oversigt over definition, s@tning og beviser. Bemark, at det ikke er alment accepteret, at
1) noget skal kunne bevises for at vare en s&tning, og at 2) aksiomer er uathangige af
konventioner. Jeg bruger forklaringerne nedenfor alligevel, eftersom jeg ikke kender til nogen
simpel, alment accepteret made at redeggre for forskellene pa inden for rammerne af, hvad der kan
forstas af en gymnasieklasse.



Definition En definition er et udsagn, der er sandt alene i kraft af konvention.
Aksiom Et aksiom er et sandt udsagn, der ikke afh@nger af konventionen og ikke kraever bevis.

Satning En s@tning er en (bevist eller beviselig) sandhed, der er sand i kraft af at den fglger ved
(logisk) udledning fra axiomer og definitioner.

Beméarkning

En vigtig forskel pa definitioner og udsagn er, at en definition aldrig kan vere et eksistensudsagn.
Derfor er "der findes et tal, som er efterfglger til tallet 1" et aksiom, mens "efterfglgeren til tallet 1
kaldes 2" er en definition - som kun faktisk definerer noget, for sa vidt aksiomet er sandt. Det er
ikke altid let at afggre, om et udsagn er det ene eller det andet. Teenk for eksempel pa reelle tal. Er
"de reelle tal, R, er mengden af alle grensevardier af Cauchyfglger fra Q" 1) en navngivning af
noget i forvejen eksisterende, eller 2) en konstruktionsbeskrivelse, der skaber det, den beskriver?

Eksempel pa problematikken i forbindelse med potensregneregler

I forbindelse med potensregneregler introducerer vi eleverne for fglgende.

Definition

Nér n er et helt, positivt tal, betegner a" produktet af n kopier af a: a" =a-a-...-a.
\—V_—J

n gange

Ud fra denne definition beviser vi

Satning om potensregneregler

m n m-+n

a"-a"=a , nar m og n er hele, positive tal.

a . .
=a"™", nar m og n er hele, positive tal med m>n

(a“‘ )n =a™", nar m og n er hele, positive tal.

Og sa siger vi, at vi gnsker at disse to regler ogsa skal gelde, nar m og n ikke opfylder betingelserne
1

i seetningen. Ud fra dette far vi bl.a. resultaterne a’=1 og a2 = \/g , som erfaringsmeessigt strider

imod mange elevers intuition, og som i sidste ende er definitioner, vedtaget ud fra at gnske om at

have sa fa regneregler som muligt.

Forskellen pa definitioner og udsagn
Det sker med jevne mellemrum, at elever efterspgrger en forklaring pa, hvorfor en
definitionsmassig kendsgerning er, som den er. Det kan man i sagens natur ikke give dem. Men




maske kan en diskussion af forskellen mellem definitioner og s@tninger hjelpe dem til at forsta,
hvorfor det ikke er rimeligt at spgrge "hvorfor?" til en definition.

Her er en skematisk fremstilling af forskelle pa begreberne og et link til nogle gvelser, der

forhabentlig kan give anledning til diskussion.

Definition Axiom Seetning
Udsagn er ikke et udsagn er et sandt udsagn er et sandt udsagn
Mulige kan umuligt vaere falsk | kunne vare falsk kunne vere falsk
sandhedsvaerdier
Genstandsomrade | handler om menneskers | handler om matematiske | handler om matematiske
sprogbrug genstande og relationer | genstande og relationer
Tidslig er sand fra den bliver er altid sand er altid sand
sandhedsvaerdi vedtaget
Bevisbarhed kan ikke bevises kan ikke bevises kan bevises'

Tomme tegn eller
meningsfulde tegn

handler om tegn, der
ikke her en mening pa
forhand

handler om begreber
med en fast mening

handler om begreber
med en fast mening

@velser om definitioner og udsagn, se side 18.

Litteratur

STANFORD ENCYCLOPEDIA OF PHILOSOPHY har et opslag om definitioner:

http://www.science.uva.nl/~seop/entries/definitions/

Den er forholdsvis teknisk. Den grundleggende ide er, at en definition ikke bringer ny viden ind i
en teori. Som sadan minder opdelingen i definitioner og (egentlige) udsagn om Kants skelnen
mellem analytiske og syntetiske udsagn. Kant forudsatter dog, at alle betydninger af ord er fastlagt.

Immanuel Kant: Kritik af den rene fornuft. Indledning. "IV. Om forskellene mellem analytiske og
syntetiske domme.". B10-B12. s. 67-69 i De store Tenkere, ved Justus Harnack. Munksgaard,

Kgbenhavn 1991

! Der findes sande, ubeviselige satninger, jf. Godels ufuldstendighedssatning. Omvendt kan enhver ikke-
selvmodsigende pastand bevises i et formelt system, hvor pastanden selv er et axiom. Der er altsd et abent spgrgsmal
om, hvilket system en s&tning skal kunne bevises inden for (og om den skal kunne bevises) for at vaere en s@tning.
Men det vil fgre for vidt at gé i detaljer med det her.




Findes naturlige tal? Hvordan?

Hvis man stiller spgrgsmalet "hvor mange?", mens man peger pa en bunke legoklodser, vil de fleste
antage, at man implicit mener "hvor mange legoklodser?" og besvare spgrgsmalet derudfra.
Legoklodser er tydeligt adskilte genstande, og man vil fa det samme svar pa sit spgrgsmal, uanset
hvordan legoklodserne er arrangeret. Man kan bygge et tarn af dem eller legge dem i en rodet
bunke, og svaret vil vere det samme.

Hvis man stiller det samme spgrgsmal, "hvor mange?" , mens man peger pa en eller flere klumper
modellervoks, er det ikke sikkert, at folk ved, hvad de skal svare. Og selv hvis de svarer f.eks. 2
eller 4, kan man tage praecis den samme mangde modellervoks og dele den op eller klumpe den
sammen og maske fa andre svar.

Denne gvelse bliver tit taget til indtegt for, at tal ikke er fysiske genstande. For Avis tallet 5 var en
fysisk genstand, burde dets placering i rummet ikke @ndre dets verdi. Man burde ikke kunne lave
tallet 5 om til tallet 2 ved at flytte pa (noget af) det.?

Man kan fortolke opfattelsen af tal som knyttet til fysiske genstande pa to mader. Enten er tal
faktiske egenskaber ved fysiske genstande, som genstandene har, uanset om mennesker legger
merke til det eller ej (Stuart Mill). Eller tal er egenskaber ved menneskers opfattelse af verden
(Kant). Vi organiserer vores sanseindtryk sadan, at tal opstar.

Der er forskellige versioner af begge synspunkter.

Hvis man siger, at tal er egenskaber ved fysiske genstande, kan man spgrge, hvad en egenskab er?
Nogen (Platon) vil svare, at det er en uatha@ngigt eksisterende abstraktion. Andre (Aristoteles) vil
svare, at det er det faktum, at man ikke kan have stof der eksisterer, uden at det eksisterer pa en eller
anden made - det vil enten vere rundt eller firkantet, det kan ikke vaere formlgst. Hvis man fortolker
udsagnet platonisk, kan tallet
812999997894409849768498769538790748659749576597777777760000079834 godt findes,
uathengigt af om det er manifesteret i en faktisk eksisterende fysisk genstand. Hvis man fortolker
'egenskab’ aristotelisk, findes sa stort et tal ikke.?

Hvis man siger, at tal er egenskaber ved menneskers opfattelse af verden, kan dette igen forstas pa
to mader. I den ene version er tallene subjektive. Jeg valger at opfatte legoklodserne som 2, og jeg
kunne have valgt anderledes. Jeg konstruerer tallet to ud fra det mentale billede, som legoklodserne
giver mig. I den anden version (Kant) er der tale om intersubjektive stgrrelser, 1 og med at tal-
egenskaberne er givet pa forhand for alle mennesker og ikke kan velges eller @ndres.

En sidste version er at sige, at der ikke er nogen forbindelse mellem den fysiske verden og tallene
overhovedet. Eller, hvis der er, er den klistret pa senere, og set fra den rene matematiks synspunkt
behgver man ikke bekymrer sig om den. Ifglge denne opfattelse er tal tegn, nermere bestemt

rekker af lodrette streger. Tallet 2 er en forkortelse af " || ". Man kan, hvis man har lyst, danne en

* Jeg mener, jeg oprindeligt har lzst eksemplet i Crispin Wright (1983): Frege's Conception of Numbers as Objects.
? Se ogsi Charlotte Stephansens bidrag til nzrvarende artikelsamling.



forbindelse mellem " || " og nogle legoklodser, men det er uden for matematikkens og
matematikerens omrade at dgmme, om det er korrekt eller forkert at ggre.

Alle de skitserede opfattelser har filosofiske problemer. Man kan stille spgrgsmal til alle
synspunkterne, som de vil have vanskeligt ved at besvare.

Tal er fysiske genstande

Huvis tal er fysiske genstande, ma man ga ud fra, at der kun er endeligt mange af dem, hvilket strider
imod vores ge&ngse matematik.

Tal er egenskaber ved fysiske genstande

Vi opfatter normalt ikke tals eksistens som tidsbegrenset eller relativ. Men hvis 5 er en egenskab
ved legoklodserne, kan 5 ophgrer med at eksistere eller @ndres. Man kan forestille sig, at jeg sendte
en legoklods til Afrika, en til Kina, en til Peru, en til Grgnland og beholdt en her. Ville
legoklodserne sa stadig have egenskaben 5? Eller hvad nu, hvis jeg fgjer to legoklodser til min
bunke. Har de sa bade egenskab 5 og egenskaben 7? Er 5 sa det samme som 77

Tal er mentale konstruktioner

Mentale konstruktioner ma vere personlige, knyttet til en bestemt bevidsthed, der har foretaget
konstruktionen. Men tal er falles eller objektive.

Tal er (feelles) traek ved menneskers bevidsthed

Hyvis tal er felles trek ved menneskers bevidsthed, findes de i og med der findes mennesker. Men
sa var der ikke tal for 50 millioner ar siden. Det har konsekvenser for sandheden af f.eks. "2+2=4"
som enten var et tomt udsagn (pa linje med "lysergde giraffer elsker is") eller falsk for 50 millioner
ar siden.

Tal er uafhaengigt eksisterende abstrakte genstande

Hvis det er sandt, er tal evige, uden udstrakning, farve, smag og lugt. Men det ggr det til et
mysterium, hvordan vi kan vide noget om dem, siden vi ikke lader til at kunne fa information om
dem gennem vores normale kanaler, sanserne. Det betyder, at hvis vores udsagn om sand faktisk er
sande, sa kan dette kun vare ved rene lykketraf, siden der ikke er noget der knytter tallene og vores
viden om tallene sammen.”

Tal er tegn

Hyvis tal er tegn, kan man spgrge hvilke tegn de er? Er 2, 10, ii, 3, 2.000, | | det samme tegn? Er 4
stgrre end 3? Hvilken farve har tallene? Og sa videre. Disse spgrgsmal virker absurde, men er
meningsfulde ud fra et strengt formalistisk synspunkt.

* Dette er indholdet af Paul Benacerrafs artikel "Mathematical Truth" fra 1973. Genoptrykt i Putham & Benacerraf
(red): Philosophy of Mathematics, s. 403-420. Cambridge University Press, 1983.
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I skemaet nedenfor har jeg sammenfattet talopfattelserne ovenfor og de problemer, de hver is@r har.

Talopfattelse | Tal er Tal er Tal er mentale | Tal er trek | Tal er Tal er
fysiske egenskaber konstruktioner | ved uafhaengig | tegn
gen- ved fysiske menneskers | t
stande genstande bevidsthed | eksisteren
de
abstrakte
genstande
Problem Hvorer | Har Er dit 2-tal det | Det var vel | Hvordan Men tal
de? modellervoks | samme som sandt, at kan vi er ikke
en egenskaben | mit? 2+2=4 for vide noget | bla eller
1 eller 100007 menneskets | om dem? rgde, og
opstaen? det er
Hvordan tegn.
kan det
veare, hvis
der ikke var
noget 2?7
Repraesentant John Stuart Hartry Field intuitio- Platon David
for Mill, nisme Hilbert
synspunktet
(Tidlig) Inspireret af
Penelope Kant, som
Maddy dog mente,
tal var trek
ved al mulig
fornuft og
ikke kun
knyttet til
mennesker
Realisme eller | anti- ? antirealisme antirealisme | realisme Anti-
ej realisme realisme

Normalt deler man matematikfilosofiske synspunkter op i realisme og anti-realisme med hensyn til
eksistensspgrgsmalet.
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En realist mener, at matematikkens genstande eksisterer i sig selv, uafthengigt af hvad mennesker
tenker og tror og uath@ngigt af den fysiske verden. Af synspunkterne ovenfor er kun det platoniske
strengt realistisk med hensyn til ontologi.5

En antirealist mener, at matematikkens genstande ikke eksisterer uathengigt af menneskers
bevidsthed og/eller den fysiske verden.

@velser om eksistensen af naturlige tal , se side 20.

Emner 2.g
I 2.g introduceres differentialregning, herunder greensevardibegrebet. Dette begreb optreeder ogsa i
forbindelse med talreprasentationer

Tal-repraesentationer, graensevardier og eksistens
Det er min erfaring, at mange elever har nogle uformulerede, forudfattede vaner, der gar ud pa, at
rigtige' tal er decimaltal, og at lommeregneren har ret. Det ggr det svart at regne med bogstaver og

at acceptere f.eks. +/13 som et resultat. Jeg har lavet nogle gvelser med det formal at fi dem til at
diskutere

- hvornar star to tegn for samme tal (med eksemplerne g og 0,:_’), O,§ ogl)
Det skulle gerne lede frem til denne
Definition af identitet mellem tal

To tal er ens, hvis deres differens kan ggres mindre end et vilkarligt, positivt tal.

Man kan bruge eleverne eksemplerne med -notationen til at forklare greensevardibegrebet.

0.3 betyder i virkeligheden grensevardien af fglgen 0.3, 0.33, 0.333, osv.

Med dette eksempel kan man definitionen af identitet maske hjelpe til at ggre begrebet
grenseverdi mere spiselig, fordi den bygger pa en ide om at enshed er forskellen-er-mindre-end-
hvad som helst:

Definition af graensevaerdi af en fglge (tillempet gymnasiebrug, dvs uden 'for alle n>N')

En fglge (x,) har grensevardien x, hvis forskellen mellem x og det n'te led i fglgen kan ggres
mindre end et vilkarligt, positivt tal, nar bare n er stor nok,

I forbindelse med grensevaerdibegrebet skal vi som regel bergre den mulighed, at det ikke er altid,
grenseverdien eksisterer. Ikke alle symboler, der ligner navne pa tal, er faktisk navne pa tal. Derfor

> Der findes en tilsvarende opdeling i realisme og antirealisme med hensyn til sandhed. En epistemologisk realist mener,
at matematiske udsagn er sande eller falske, hvad enten vi ved det (eller overhovedet kan vide det) eller ej. En
antirealist mener, at matematisk sandhed ma haenge sammen med erkendeevne pa en eller anden made; de to ting kan
ikke vaere uath@ngige af hinanden.
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har jeg lavet nogle gvelser om 'endepunkter' i abne intervaller, efter at have haft mange, mange
diskussioner med elever om 'det mindste tal, der er stgrre end 0'.

Endelig foreslar jeg, at man illustrerer de problemer der kan vere med at representere uendeligt
mange tal ved at vise eleverne, at lommeregneren i hvert fald ikke kan.

Alle disse eksempler er filosofiske, fordi spgrgsmal om, hvornar og hvordan tegn har betydning, er
en filosofisk diskussion, ligesom spgrgsmal om, hvornar og hvordan noget er det samme er.
Eventuelt kan man tage spgrgsmalet "Er tal tegn?" fra Afsnittet "Hvad er naturlige tal?" op.

@velser om uendelige tal-reprasentationer , se side 21.

Rationale og irrationale tal
Fra Cantor ved vi, at der er lige mange rationale og naturlige tal, men at der er flere reelle tal end

rationale tal. Vi ved ogsa, at der er telleligt mange algebraiske tal (som f.eks. \5 ), men
overtelleligt mange transcendente tal (som f.eks. © og e). Det er min pastand, at for mange elever er
talopfattelsen knyttet til symbolerne for tal. Det ggr det meget vanskeligt at forsta ideen om, at der
er flere tal, end der er symboler. Det kan maske vare interessant at vise eleverne, samtidig med at
der er god lejlighed til at lave reesonnementer og udpege netop matematiske beviser og den skarpe
formulering af definitioner som et serkende ved matematik.

Mulige emner.

- Bevis for at \/5 er irrational. Generalisér til \/E er irrational for ethvert primtal, p.

- Cantors diagonalargumenter. Giv mig en liste med alle navne pa alle tal, og jeg kan nevne
et tal, der ikke er med pa listen. Sa der er flere tal, end der er navne (med et hgjst telleligt
alfabet).

- 7. Det er umuligt at skrive © ned som decimaltal. Hvordan ggr man, nar man ggr det
alligevel? F.eks m som grenseveardien af omkredsen af en n-kant med diameter 1, nar n gar
mod uendelig. (t med 4 millioner decimaler findes pa http://zenwerx.com/pi.php)

- Der er lige sa mange rationale som naturlige tal, fordi 'lige sa mange X som Y' betyder 'for
hvert X er der ét og kun ét Y'. Sammenlign med 'der er lige sa mange knive som tallerkener,
fordi ud for hver tallerken ligger én og kun én kniv' (Freges eksempel).

- Hvorfor er der ikke huller i den reelle akse? Der er huller i den fysiske streg, vi tegner pa
tavlen.

- Findes irrationale tal? Hvor mange tal er der? Hvor mange tal kan jeres lommeregner regne
med?

@velser med rationale og irrationale tal , se side 22.
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Emner 3. g

Komplekse tal og vektorregning

I 3g kender eleverne talmaengderne N, Z, Q og R og har vannet sig til, at f.eks. V17 er et tal, lige sa
vel som 0,25. Det er muligt at stille talmaengderne op som de resultater, man far, nar man far flere
og flere regneoperationer til sin radighed:

N — alt, hvad man kan lave v.h.a. 1 og addition og multiplikation
Z — alt, hvad man kan lave v.h.a. N og subtraktion
Q — alt, hvad man kan lave v.h.a. Z og division

R - alt, hvad man kan lave v.h.a. Q og grenseovergang. Dette vil f.eks. vare lgsninger til
regnestykket x’=2, s& man fremhzver ofte roduddragning som en ny regneoperation.

De reelle tal, R, er fuldstendigggrelsen af Q: det, der skal til for at lappe hullerne og danne en
sammenhangende tallinje. Men nar eleverne stgder pa vektorer, eller man eventuelt har et forlgb
eller en SRP om komplekse tal, kan man spgrge til, hvorfor tal skal vere pa en linje?

Hvorfor er R 1-dimensionel?
Hvorfor er vektorer ikke tal?

C er to-dimensionel. Derudover findes der kvarternioner, som er et firdimensionelt tallegeme, og
octinioner, som er et ottedimensionelt tallegeme.® Hvordan kan det vaere? Dette er i lige s& hgj grad
et rent matematisk spgrgsmal, som nok er for sveert at ga i dybden med.

En diskussion af de komplekse tal kan ogsa satte fokus pa spgrgsmalet om kriterier for eksistens.

Hvad skal der til, for at noget findes? I matematik krever vi normalt blot, at der kan gives en
modseatningsfri definition, mens man i fysik gnsker sig en maling eller observation som bekraftelse
pa eksistensen af en postuleret entitet. Dette er i gvrigt den tanke, der ligger til grund for
fiktionalisme: det synspunkt, at matematikkens genstande er af samme karakter som Snehvide, og at
matematisk sandhed svarer til sandhedsbegrebet i fiktion.

Matematikkens karakteristika
Hvis eleverne i 3g vaelger matematik til AT-eksamen, bgr de vaere forberedt pa at kunne

— vurdere de forskellige fags og faglige metoders muligheder og begrensninger i forhold til den
konkrete sag

— demonstrere indsigt i videnskabelig tankegang og ggre sig elementare videnskabsteoretiske
overvejelser i forhold til den konkrete sag.

Fra AT- lereplanen https://www.retsinformation.dk/Forms/R0710.aspx ?id=132647#B9

® Se http://en.wikipedia.org/wiki/Number .

14



Det vil sige, at de skal kunne karakterisere matematik og matematikkens muligheder for at belyse
deres AT-sag.

I den forbindelse vil fglgende spgrgsmal naturligt dukke op:

1.

2.
3.
4.

Hvad er specielt ved matematik? Og hvorfor kan matematikken bruges i denne
sammenhang?

Hvordan er matematik forskellig fra fysik, dansk, billedkunst, tysk, naturgeografi osv osv?
Hvad har matematik til felles med fysik, dansk, billedkunst, tysk, naturgeografi osv osv?
Hvad er matematik serligt godt til? Hvad er matematik seerligt darligt til?

Her er en liste over mulige svar, bade fra filosoffer og elever. Lag marke til, at de enkelte svar ikke
ngdvendigvis er indbyrdes konsistente. Listen er formentlig ikke udtgmmende.

1) Matematikken

a)
b)
c)
d)
e)
f)

2
h)

har et specielt genstandsomrade, som hverken er fysisk eller kulturelt (platonisme)
er resultatet af menneskets historiske omgang med tal og former

er faget, hvor man beviser sine resultater

er en gren af logikken (logicisme)

er abstraheret fra fysik (fysikalisme)

kan anvendes pa tvers af flere genstandsomrader

er mere generel end andre fag

formidles 1 lerebgger bygget op v.h.a. Definition, Setning, Bevis, Eksempel

2) Matematikken er forskellig fra andre fag, fordi

a)
b)
)
d)
e)
f)

andre fag ikke behandler f.eks. tal som et serskilt emneomrade, men bare anvender dem
den ikke er kultur-athengig

den er mere pracis

den er mere velunderbygget

der altid er et svar

den altid er sand

3) Matematikken har det til feelles med andre fag, at

a)
b)

c)

den straber efter sikker viden
den er videnskabelig
den er ikke subjektiv

4) Hvad er matematik seerligt godt til? Hvad er matematik sarligt darligt til?

a)

Matematik kan beskrive alt, der kan taelles, males eller beskrives geometrisk. Matematik kan
ikke handtere det, der ikke kan kvanticeres, stilles op i rekkefglge eller beskrives
geometrisk.

Laeg marke til, at 1d) og le) er i modstrid med hinanden, og at 2e) er forkert, mens adskillige af de
@gvrige svar er vage.
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Ovelser om forskellige reprzaesentationer af det samme tal
Ovelse 1
Her er et antal forskellige betegnelser.

0,25 25%

1
4
2.5-10" en kvart 0,250 3

a) Hvilke(n) mangde(r) tilhgrer hvert enkelt tal?

b) Hvad har betegnelserne til felles?

c) Hvad er forskellene pa betegnelserne?

d) Angiv hvilken type betegnelser der er tale om.

e) Hvilken made at skrive tallet pa er bedst? I hvilke situationer?
f) Er der en af betegnelserne, der er den rigtige?

Ovelse 2

Her er beskrevet et antal situationer, hvor tallet fra gvelse 1 indgar. Hvilken af representationerne
vaelger du?

a) Jeg vil gerne have et stykke af pizzaen.

b) Jeg skal angive moms pa en vare.

c) Jeg skriver fysik-rapport og har malt en lengde.

d) Jeglgser ligningen 4x=1 ved at dividere med 4 pa begge sider af lighedstegnet.

Ovelse 3 om potensregneregler
Tallet 9" er det samme som 3, fordi (91/2)2 =9, og fordi 32 =09,

Nar symbolet 9” og 3 opfylder samme regneregler, ma de sti for samme tal.

1

a) Hvordan finder man ud af, hvad tallet 273 er?
2

b) Hvordan finder man ud af, hvad tallet 83 er?
3

¢) Hvordan finder man ud af, hvad tallet 256* er?

d) Hvordan finder man ud af, hvad tallet 256%" er?
277859

e) Hvordan finder man ud af, hvad tallet 56!000000 ¢

f) Hvordan finder man ud af, hvad tallet 7849 %% er?



Tillegssporgsmal (til emnet reprasentationer og det, de reprasenterer, pa senere klassetrin)

1 .
e Er 1 et tal eller et regnestykke? Hvornar er det hvad? Hvilke tal er regnestykker, og

hvilke er tal?
* Huvis vi siger, at alle tegnene fra gvelse 1 er betegnelser for det samme tal, hvad er
dette tal sa?

|
e Er Zz—n et tal eller et regnestykke? Er e? Er n? Er i?

n=l
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Ovelser om definitioner og udsagn
Forklaring af begreber

En definition er et udsagn, der er sandt alene i kraft af konventionen.

Det er med andre ord en slags dabshandling; en vedtagelse af, hvad et ord eller tegn skal betyde
fremover.

Et udsagn er derimod sand eller falsk, uathengigt af hvordan mennesker beslutter at bruge ord og
tegn.

En definition handler om ords og tegns betydning. Et udsagn siger noget om det, som ordene og
tegnene betyder.

Bemaerkning

Det er klart, at "hunden siger miav" ville vaere sand, hvis vi havde defineret betydningen af orden
"hund" anderledes. Men givet, at vi sedvanligvis bruger ordet "hund" om hunde og ikke katte, er
"hunden siger miav" falsk. Vi udtaler os altid inden for rammerne af normal sprogbrug.

Ovelse
Hvilke af udsagnene nedenfor er eksempler pa definitioner og hvilke er udsagn?

a) "Jeg dgber dig Silas"

b) "Silas er 10 ar gammel."

¢) "Hovedstaden i Danmark hedder Kgbenhavn."

d) "= er forholdet mellem en cirkels omkreds og dens diameter"

e) "2+2=4"

f) "2+2=5"

g) "Kvadratroden af 9 er det positive tal, som giver 9, nar man ganger det med sig selv."
h) "Kvadratroden af 9 er 3."

i) "Hypotenusen er den side i en retvinklet trekant, der ligger over for den rette vinkel."
j) "I en retvinklet trekant med sider 3 og 4 er hypotenusen 5"

k) "a=a-a"

1) ”az'a3:a5”



Forslag til gruppearbejde - definitioner kan ikke bevises, setninger skal bevises
Alle grupper tildeles et kapitel hver i l&rebogen og finder definitioner og s@tninger.

Grupperne skriver definitionerne og s@tningerne af uden at skrive, om de er definitioner eller
s@tninger.

Grupperne giver deres afskrifter videre til nabo-gruppen, som skal sortere definitionerne og
setningerne fra hinanden.
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Ovelser om eksistensen af naturlige tal
Legoklodser og modellervoks

Medbring legoklodser og modellervoks og flyt rundt med begge dele.

Hvilket tal svarer denne bunke klodser til?

Hyvilket tal svarer denne klump modellervoks til?

Tel klassen (hvad betyder det? Hvad er enheden?).

Tel neser. Tal grer. Tel tasker. Tel blyanter og matematikbgger.

Kaniner og vanddraber

Vi har en kanin og en kanin mere. Der gar et ar. Hvor mange kaniner har vi nu? Hvad er 1+1?

Vi har en vanddrabe og en vanddrabe pa vej ned ad en rude. De mgdes. Hvor mange vanddréaber har
vinu? Hvad er 1+1?

Formal med gvelserne

Tal er ikke umiddelbart en egenskab ved fysiske genstande - for det er ikke éntydigt om
modellervoksen skal telles som 1, 2 eller 100.000. Eller éntydigt, at 141 giver 1, hvis man regner i
kaniner og regndraber.

Skal nogen have teenkt pa et tal for at det findes?

Tag alle mennesker, der har levet indtil nu. Tag det stgrste tal de hver iser har tenkt pa. Tag det
stgrste af alle de mange store tal. Laeg 1 til. Det ma vere det stgrste tal, nogen nogensinde har tankt
pa. Fandtes det for 10 minutter siden? Hvis ja, hvordan? Hvis nej, gjaldt de almindelige regneregler
sa kun op til det hidtil stgrste tal? Galder de for det nye tal?

Taltegn
Sporg: Er 3 stgrre end 2 ?

Tal-tegn. Vis hieroglyffer, kileskrift, romertal, grekernes bogstaver. Er det tal? Bland evt. med
bogstaver fra andre alfabeter og spgrg, hvilke af tegnene der er tal.

2
Havde symbolet 73 en mening fgr mennesker fandt pa potensregneregler?

Tereses lidt kontroversielle, strukturalistisk inspirerede konklusion: tal er det, der opfgrer sig i
overensstemmelse med regnereglerne. Derfor kan i f.eks. vare et tal.
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Ovelser om graensevaerdier og eksistens af tal

— som brgk og tilnaeermet med decimaltal

1
Er 0,3 det samme som — ? Er 0,33 det samme som — ?
1
Er 0,33333333333333333333333333333333333333 det samme som 5 ?

Er 0,3 det samme som — ?

Begrund jeres svar. Hvornar er to tal ens?

Tallet 0,§ og tallet 1

Er O,§ forskelligt fra tallet 1?
Hvis ja, er forskellen stgrre end 0,0001? End 0,000000000000001? End 107'%?
Hvis nej, hvorfor? Hvornar er to tal ens?

Intervaller - uendelige maengder
Hvilke endepunkter (om nogen) har intervallet [();l] ?

Kan intervallet ]0;1[skrives som et lukket interval? Hvilke endepunkter ville det have?

Er "det mindste positive tal, der er skarpt stgrre end 0" et tal? Hvis ja, hvilket? Hvis nej, hvorfor
ikke?

Er "det stgrste tal, der er skarpt mindre end 1" et tal? Hvis ja, hvilket? Hvis nej, hvorfor ikke?
Lommeregneren har kun endeligt mange tal-reprasentationer til sin radighed

Tast 1000'°" ind p4 jeres lommeregner. Min svarer oo. Hvorfor?

Hvor store tal kan jeres lommeregnere handtere?

Tast 107 ind p4 jeres lommeregner. Min svarer 0. Er det rigtigt? Hvorfor siger lommeregneren
det? Hvor sma tal kan jeres lommeregner handtere?

Gransevaerdier
Talfglgen
1, 0.1, 0.01; 0.001; 0.0001; 0.00001 ...



har en grensevardi. Hvad er den?

Har talfglgen

1 10 100 1000 10000 100000...
en grensevaerdi? Hvorfor/hvorfor ikke?

Eksistens af tal: hvilke af disse beskrivelser er beskrivelser af et fast tal?
Forholdet mellem en cirkels omkreds og dens diameter.
Forholdet en cirkels volumen og dens diameter.

Det mindste tal stgrre end 2.

Granseverdien af felgen 1, -1, 1,-1, 1, -1, 1, -1....
Grundtallet for den naturlige logaritme.

Det mindste tal, der kan defineres med hgjst 20 ord.

Det positive tal, der giver 3, nar man ganger det med sig selv.
Det sidste tal i talreekken.

Det forste tal i rekken af naturlige tal.

Det fgrste tal i rekken af hele tal.

Granseverdien af fglgen 0, 0, 0, 0, O, ....

Den tredje rod af kvadratet pa syv.

Kvadratroden af minus syv.

Ovelser om rationale og irrationale tal
Alle decimaltal er brgker

Skriv 0,234 om til en brgk

Skriv 0,111 om til en brgk

Skriv 3,1415 om til en brgk

Ikke alle tal kan skrives om til brgker (uden brug af 'gentagelses'-notation)

Neavn mindst 3 tal, der ikke kan skrives som brgker.



Rotter og indianere. Og Kloge Hans.
Af Jgrgen Ebbesen
Tal, sprog og kognition

Et af de mere delikate spgrgsmal inden for matematikkens videnskabsteori er det ontologiske
spgrgsmal: hvad er de matematiske objekter for en slags stgrrelser, i hvilken forstand eksisterer de?
Er de menneskeskabte, eller ville de vare der, selv hvis der ikke var mennesker til?

Det er ganske let at afvise spgrgsmalene som noget forteenkt pladder. Tag fx det sidste. Hvordan
skulle vi mennesker kunne afggre, om matematikkens objekter eksisterede, hvis vi ikke selv gjorde
det, og hvilken glede ville vi i gvrigt have af svaret?

Men alligevel er der noget fascinerende ved spgrgsmalene. Det er underligt, at det er sa svert at for-
klare, hvad noget sa velkendt som fx tallene er. Man kan anleegge den synsvinkel, at tallene og det,
vi ggr ved dem, udggr et lille hjgrne af menneskets sprog, og som sadan er menneskeskabt. Men der
er noget specielt ved dette hjgrne: det virker mere universelt end resten af sproget. Normalt er det
svaert at oversatte ordret fra et sprog til et andet — der er en tendens til, at sprog er mere nuancerede
pa omrader, som optager de mennesker, der taler dem. Desverre er de over hundrede ord for sne pa
gronlandsk en myte’ — der findes kun to! Men nir myten er s sejlivet, er det fordi, at den udtrykker
noget, vi alle sammen godt ved. Nemlig at sproget er kulturelt forankret. Men talordene findes pa de
fleste sprog — der er dog interessante undtagelser, se senere — og er som regel direkte oversattelige
fra sprog til sprog — pa tvers af kulturer. Sa selv hvis man accepterer, at matematik er en
menneskeskabt sproglig praksis, star man med det problem, at man er ngdt til at forklare, hvad der
gor denne praksis til noget helt specielt.

Blandt andet vil de fleste naturvidenskabsfolk nok vere villige til at skrive under pa Galileis
bergmte ord om, at Naturens store bog er skrevet i det matematiske sprog. Men som Eugene
Wigner papeger i sin banebrydende artikel The Unreasonable Effectiveness of Mathematics in the
Natural Science® (1960) er der tale om noget nar et mirakel. Det er maske nok til at forsta, at
matematikken kan bruges til at beskrive observerbare hverdagsfanomener, som hvordan ting ser ud,
og hvordan de bevager sig. For det er matematik i nogen grad udviklet til. Men hvordan kan
matematikken bruges til at forudsige observerbare fenomener inden for kvantemekanik og almen
relativitetsteori. Omrader, der ligger milevidt fra vores hverdagserfaringer?

Med mindre naturligvis, at de matematiske strukturer pa en eller anden mystisk made er indbygget i
naturen. Man kan stramme den lidt og h@vde, at matematikkens objekter ngdvendigvis ma

7 Lees fx Henrik Dahl: Eskimoers hundrede ord for sne er en myte, 2009 pa
http://videnskab.dk/content/dk/kultur/eskimoers_hundrede _ord_for sne_er_en_myte

¥ Eugene Wigner: The Unreasonable Effectiveness of Mathematics in the Natural Sciences, Communications
in Pure and Applied Mathematics, vol. 13, no. I (February 1960). Kan downloades fra
http://www.physik.uni-wuerzburg.de/fileadmin/tp3/QM/wigner.pdf
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eksistere, fordi de er ngdvendige i1 naturvidenskab (Quine—Putnam uundveerligheds argument for
realisme).

Synspunktet kan naturligvis kritiseres. For hvis de matematiske strukturer eksisterer i en eller anden
forstand, sa har vi et problem (kendt blandt filosoffer som Benacerrafs dilemma). Sa er et udsagn
om en matematisk struktur jo sandt, hvis strukturen opfylder udsagnet. Men det er jo ikke sadan, at
vi afggr, om matematiske udsagn er sande. Det ggr vi ved at bevise dem. Vi har altsa to
konkurrerende sandhedsbegreber. Det er ikke sa godt. Og ikke nok med det. Beviserne bygger pa
aksiomsystemer. Hvordan sikrer vi os, at aksiomerne beskriver virkeligheden?

Man kan blive helt rundtosset, man havner jo i noget snavs, ligegyldigt hvilken position, man
indtager. Maske er her en ide til et indslag i matematikundervisningen: del eleverne op i to grupper.
Den ene skal optraede som realister, den anden som antirealister. De skal sa argumentere for deres
respektive syn pa matematik. Hvis man forsyner dem med passende stikord, kan de finde
argumenter pa nettet til at argumentere modpartens synspunkt langt ned under gulvbraedderne. Det
bliver straks sverere at forsvare sit eget synspunkt, sa der skulle vaere mulighed for en god og
medrivende diskussion.

Realismediskussionen er i gvrigt ikke kun indskranket til matematik, men den har det — lige som
alle andre filosofiske emner — med at blive noget hgjpandet. Vi forlader derfor det filosofiske spor
for at angribe sammenh@ngen mellem sprog og matematik fra en lidt anden synsvinkel.

Omdrejningspunktet er Whorf-Saphir hypotesen, som i grove treek havder, at vores tanker er formet
af det sprog, vi taler. Det er en kontroversiel pastand, som findes i mange varianter. I den blgde
ende af skalaen udtrykker WS-hypotesen noget, som artiklens forfatter er tilbgjelig til at tilslutte

sig: sproget pavirker vore tanker. Hvis man fx har lert differential- og integralregning, forsynes
man med et mentalt verktgj, som ggr det lettere at tenke nogle bestemte tanker om bevagelser og
vaekst. [ den anden ende af skalaen udarter WS-hypotesen til, at strukturen af det enkelte menneskes
modersmal fuldsteendig fastlegger vedkommendes mentale verdensbillede. Det skal retferdigvis
anfgres, at hverken Whorf eller Saphir var talsmand for denne mere ekstreme position.

Elevopgave 1

Find informationer pa nettet om Whorf-Saphirs hypotese. Ser alle mennesker de samme farver?
Ath@nger de farver man ser, af det sprog, man taler? Findes der empiriske undersggelser af
spgrgsmalet? I Amazonas lever fx en indianerstamme, pirahderne isoleret fra omverdenen. De har
tilsyneladende ikke ord for farverne. Ser de verden pa en anden made, end vi ggr?

Jeg tror, at det er muligt at stable et afsindigt spe&ndende AT-forlgb med temaet Sprog, tanke og
virkelighed — hvad former hvad? Pa benene. Maske er det bedst egnet til en eksamensopgave?
Udover at emnet er spendende, giver det mulighed for at fa nye fag pa banen, da det vil vare oplagt
at forlange, at et fremmedsprog eller matematik inddrages. Og det bliver for en gang skyld sveart at
inddrage faget historie. Ideen vere hermed givet videre. Hvis leseren sidder og spekulerer over,
hvor i al verden matematik kommer ind i billedet, sa vent og se.
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Vi henger lige Whorf-Saphirs hypotese lidt til tgrre. Vi kaster os i stedet over de forsvarslgse dyr.
De har i hvert fald ikke noget sprog, som kan pavirke deres (tanker i det omfang, de har nogen, og
deres) adfaerd.

Men fgrst historien om Kloge Hans, der viser, hvor let det er at tage fejl, nar man studerer
dyreadfaerd.

I ar 1900 kgbte den pensionerede matematiklerer i gymnasiet Wilhelm von Osten en araberhingst.

Som det fremgar af billedet, var der tale om et ualmindeligt smukt dyr. Men hesten var ikke bare
smuk. Van Osten var overbevist om, at dyr er intelligente, og som det ses til venstre 1 billedet,
havde van Osten svart ved at slippe sit gamle job. Han lerte blandt andet hesten tysk, logik og
matematik. Han var med rette stolt af hesten. Sa stolt, at han rejste Tyskland rundt for at vise sin
dygtige hest, som han kaldte Kluger Hans (Kloge Hans) frem. Og det ganske gratis, for van Osten
var en idealist, der troede pa sin hests evner, og ikke en gemen plattenslager, der scorede kassen ved

at fgre publikum bag lyset. Hvis van Osten spurgte Kloge Hans: "Hvad giver % + § 77, ville Kloge

Hans svare ved fgrst at skrabe 5 gange med hoven, holde en pause og til sidst skrabe 6 gange med
hoven. Kloge Hans kunne ogsa svare pa regnestykkerne, hvis de blev skrevet op pa en tavle.

Elevopgave 2
Regnede Kloge Hans rigtigt?

Van Osten og Kloge Hans blev sa bergmte, at det tyske undervisningsministerium nedsatte et
ekspertpanel, Kloge Hans Kommissionen, som i 1904 naede frem til det resultat, at der ikke var
snyd med i billedet, og at Kloge Hans regnede som en gennemsnitsskoleelev pa 14 ar.

Den mest oplagte mulighed for snyd ville vare, at det var van Osten, der signalerede de rigtige svar
til Kloge Hans. Men Kloge Hans kunne regne, selv om van Osten ikke var til stede!

De folgende spgrgsmal skal ikke udleveres pa en gang, for et spgrgsmal vil typisk indeholder
oplysninger, der rgber svaret pa de foregaende.
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Elevopgave 3

Diskussionsopgave. Var det snyd, eller hvad? Kan dyr telle og regne? Kender I eksempler, der
tyder pa det? Eller pa det modsatte?

I 1907 paviste psykologen Oscar Pfungst, at Kloge Hans faktisk var utrolig begavet. Men regne
kunne hesten ikke.

Elevopgave 4

Oscar Pfungst viste fgrst publikum tavlen med regnestykket, sa viste han lidt efter regnestykket til
Kloge Hans, som regnede forkert. Hvad var der specielt ved Oscar Pfungst regnestykker? Vink: han
var lidt af en fusker.

Elevopgave 5

Hvordan kan det vaere, at Kloge Hans, tilsyneladende var sa dygtig til at regne, nar den ikke lige
frem blev narret?

Historien om Kloge Hans viser, hvor omhyggelig man skal vere, nar man designer dyreforsgg
(herunder psykologiske forsgg, der involverer mennesker). Den har ogsa haft den virkning, at det
har veret ualmindeligt svert at vinde gehgr for undersggelsesresultater, der paviser, at dyr kan taelle
og/eller regne.

Som en lille krglle pa historien kan jeg ikke dy mig for at anfgre, at matematikundervisningen i
gymnasiet den dag 1 dag ind 1 mellem har mindelser om Kloge Hans: eleverne er gode til at aflase
lererens mimik. Et hevet gjenbryn, og de svarer det modsatte af det, de var i fard med. Et
begyndende smil, og eleverne fremturer ad den vej, de er startet pa. Lererens dagsorden er logisk,
elevernes psykologisk.

Men lad os vende tilbage til spgrgsmalet om, hvor vidt dyr kan tzlle og regne.” Man tager en
sulten(det hjelper pa rottens motivation) rotte (og det gjorde Francis Mechner i 1958) og placerer
den i en lukket kasse med to pedaler A og B inde i kassen. Nar rotten treeder pa pedal B kan den fa
en portion mad, hvis den vel at meerke har trampet det rigtige antal gange pa pedal A forinden.
Hvor mange gange den skal treede pa pedal A, indstilles af forsggslederen.

Elevopgave 6

Kurverne nedenfor viser, hvordan forsggsresultaterne fordelte sig ved et forsgg, hvor rotterne skulle
trampe henholdsvis 4, 8, 12 eller 16 gange for at udlgse belgnningen.

Kan rotter teelle?

? Fortallingen om rotterne er baseret pa et afsnit i Stanislas Dehaene: The Number Sense — How the Mind Creates
Mathematics, Oxford University Press 1997. Man kan Google sig frem til e-bogudgaven. Overskriften til afsnittet, Rat
Accountants lader sig desvarre ikke oversatte, uden at ordspillet gar tabt. Inspirationen fra Dehaenes bog fornagter sig
heller ikke i forbindelse med Kloge Hans og babyerne.
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Det er let at svare nej pa ovenstaende spgrgsmal. Rotterne er maske ikke vanvittigt gode, men kan
de slet ikke telle?

Hvis rotten trampede pa pedal B, fgr den havde trampet tilstreekkeligt mange gange pa pedal A,
blev den straffet. Sa kan den lere det! Fx ved at lyset i kassen blev slukket, eller ved at
pedalsystemet blev last, sa rotten ikke kunne forsgge sig igen et stykke tid. Afspejles dette i
kurverne nedenfor?
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Som antydet kan man godt forsvare synspunktet, at rotterne ma have en talfornemmelse, selv om
den maske ikke er helt pracis. Men kunne man forestille sig, at det i virkeligheden var noget andet
rotterne var gode til? Har du nogle forslag?

Elevopgave 7

En oplagt indvending ville vere, at rotterne havde en indbygget tidsfornemmelse, sa de vidste, hvor
leenge de skulle trampe, snarere end hvor mange gange.

Denne indvending kan afvises pa en enkelt og elegant made. Man sulter rotterne i rigtig lang tid og
gentager forsgget. Det laver ikke om pa rotternes trefsikkerhed.

Kan du regne ud, hvorfor det viser, at det ikke kan vare tiden, der er afggrende for rotten?

(Svaret er selvfglgelig, at en sulten rotte tramper som dgd og helvede, sa den ville skyde langt over
malet, hvis den trampede et bestemt stykke tid).

Som bekendt er lering situeret, og maske lerte rotterne kun, at en trampedans med det rigtige antal
trin udlgste belgnning? For at kunne tale om et egentlig talbegreb, ma vi kunne pavise, at rotter, der
har lert tallet 4 i en sammenhang, kan genkende tallet 4 i andre sammenh&nge.
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Der er desverre ikke, sa vidt jeg ved, udfgrt serligt mange eksperimenter til at vurdere
overfgrbarheden af tal leert af dyr i bestemte situationer. Men her er endnu et rotteforsgg. Man tager
en sulten rotte (og det gjorde Church og Meck 1 1983) og placerer den i en lukket kasse med to
pedaler A og B inde i kassen. Sa laerer man den, at hvis den hgrer 2 toner, er der mad, hvis den
trykker pa pedal A. Hvis den hgrer 4 toner er der mad, hvis den trykker pa pedal B. Man larer den
samme rotte, at hvis den ser 2 lysglimt, er der mad ved A. Ved 4 lysglimt er der mad ved B.

Elevopgave 8

Man synkroniserer lysglimtene og tonerne, sadan at rotten ser to lysglimt, samtidig med at den
hgrer to toner. Hvilken pedal, tror du, at rotten treeder pa?

Den trader faktisk pa pedal B. Kan du forklare det?

Elevopgave 9

Det vil nok veare at stramme den, at rotten udfgrer regnestykket 2 + 2 = 4. Hvorfor egentlig?

Hvis en chimpanse far god tid og valget mellem en bakke med en bunke med 5 stykker chokolade
og et enkelt stykke ved siden af og en bakke med en bunke med 3 stykker og en bunke med 4
stykker, velger den sidste bakke. Hvorfor (er der andre muligheder)?

Elevopgave 10

Det lader til, at mange dyr har en eller anden form for talfornemmelse. Find argumenter for, at en
’talfornemmmelse” forbedrer forskellige dyrs overlevelseschance i1 naturen.

Hvad har ovenstaende ekskursion til dyreriget med matematiks videnskabsteori at ggre?
Traditionelt set ikke noget. Men artiklens forfatter synes alligevel, at den kaster mere lys over, hvad
tal egentlig er, end den akademiske realismediskussion. Hvor man som filosof kan argumentere for,
at hvis tallene eksisterer i en eller anden abstrakt forstand, er de forbandet svare at komme i kontakt
med, har dyr et mere afslappet forhold til tallene. Og tilsyneladende ikke svert ved at komme i
kontakt med dem.

Eller? Hvad er det egentlig forsggene viser? Metodespgrgsmal er centrale i forbindelse med de
skitserede dyreforsgg i modsetning til den fuldsteendigt paklistrede metodediskussion i AT. For en
gangs skyld er den hypotetisk-deduktive metode ikke bare noget, man leeser om, men vi benytter
den i praksis. Og svagheden udstilles oven i kgbet: vi kan forkaste alternative hypoteser til den
hypotese, vi gnsker at eftervise, men har vi overvejet alle alternativer?

Og sa tjener ekskursionen ogsa til at belyse sprogets betydning. Det vil vi nu se nermere pa. Selv
hvis man som forfatteren er imponeret over dyrene, er deres talbegreb noget upracist. Men hvad
med mennesker? Hvordan kan det vere, at vi ville fa mad hver eneste gang, hvis vi skulle trampe 4
gange pa en pedal, for at fa det? Gelder det alle mennesker, uanset kgn, alder og race?

28



Det er sj®ldent, at aviserne bringer stof af selvstendig matematikfaglig interesse, men da
tidsskriftet Science offentliggjorde artiklen Life Without Numbers in the Amazon i sin
onlineudgave 19/8 2004'°, gik der kun ganske fa dage for Berlingske Tidende fulgte op med
artiklen En plus en er cirka to 24/8 2004. Artiklen er tilgeengelig pa Infomedia

Den lille indianerstamme pirahaerne bestar af cirka 200 individer, som lever i sma landsbyer ved en
biflod til Amazonfloden. Stammens sprog er pa mange mader begranset. Der er kun i alt 10
konsonanter og vokaler, sproget mangler som tidligere n&vnt ord for farver, men mest interessant
for os: talordforradet er nasten ikkeeksisterende. Pirahderne har ord for 1 og 2, and that’s it!'! For
at det ikke skal vaere lggn, bruges tallene for 1 og 2 noget slgset efter vores malestok.

Elevopgave 11

Slgsede tal findes ogsa pa dansk. I nogle sammenhange betyder et par pracis to. I andre
sammenhange tager vi det ikke sa tungt. Find selv pa eksempler!

Set i lyset af Whorf-Saphir hypotesen, som gar ud pa, at sproget former vores begreber, snarere end
at sproget satter ord pa vores begreber, kunne det vere interessant at vide, om pirahderne har en
indbygget talfornemmelse pa trods af deres abenlyse mangel pa talord.

Det var pracis det, Peter Gordon havde undersggt i den undersggelse, hvis resultater blev
offentliggjort i Science."

Peter Gordon satte sig sammen med forsggspersonen ved et bord. Bordet var delt af en pind pa
midten, og pa den ene sides sad PG og stillede opgaverne. For eksempel lagde PG et antal
walkmanbatterier pa sin bordhalvdel, og indianeren skulle sa lgse opgaven ved at leegge praecis det
samme antal batterier pa sin bordhalvdel.

Peter Gordon varierede opgaven noget.13 Vi har illustreret de forskellige versioner af opgaven pa
figuren nedenfor (opgaven stilles pa venstre bordhalvdel, og det gnskede svar er angivet til hgjre).

10 Peter Gordon: Numerical Cognition Without Words: Evidence from Amazonia, Science vol. 306, 2004.
http://www.sciencemag.org/cgi/reprint/306/5695/496.pdf

" Laes mere om sammenhzng mellem tal og sprog — fx om sprog, som opererer med et st talord, nér det er fisk, der
skal teelles, og et andet, nar det er kanoer — i Sieghard Beller, Andrea Bender: The Limits of Counting: Numerical
Cognition Between Evolution and Culture, Science vol. 319, 2008.
http://www.sciencemag.org/cgi/reprint/319/5860/213.pdf

2 Forspgsskitserne er taget fra det supplerende materiale til Peter Gordons artikel, Supporting Online Material,
www.sciencemag.org/cgi/content/full/1094492/DCl1

3 . . . . . o ° . .
" Det undrer mig, hvordan man sikrer sig, at indianeren forstar spgrgsmélet, uden at man selv giver svaret. Og hvis man
ikke ggr det, risikerer man at give indianeren sa fa instrukser, at indianeren ikke forstar, hvad man vil have ham til.
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Forsgg A er det, vi sa pa for. 1 forsgg B legger PG et antal ngdder op, men indianeren skal stadig
svare med batterier. I forsgg C legger PG batterierne pa den anden led, men indianeren skal stadig
svare pa den gamle led. I forsgg D, driller PG ved at leegge batterierne med forskellig afstand. I
Jorspg E er batterierne erstattet med blyantsstreger. Endelig er forsgg F en af variant af forsgg B,
men PG skjuler ngdderne, fgr indianeren skal svare.

Elevopgave 12
Hvad skal de forskellige varianter af forsgget ggre godt for, viser de ikke det samme?

Graferne, som illustrerer forsggsresultaterne findes 1 Peter Gordon: Numerical Cognition Without
Words: Evidence from Amazonia, Science vol. 306, 2004. Artiklen er tilgengelig online pa adressen

http://www.sciencemag.org/cgi/reprint/306/5695/496.pdf

For at fa adgang til artiklen skal du registreres, men det er gratis og tager kun et par minutter, og sa
har du adgang til spritnye forskningsresultater fra Science. Og du kan svare pa nedenstaende
spgrgsmal vedrgrende graferne.

Det antal, som indianerne skulle matche, er ud ad x-aksen. Procentdelen af rigtige svar er opad y-
aksen. Vurdér ud fra resultaterne, om de deltagende indianere kan genkende antallet 4, nar de ser
det. Hvad med 2?

Forsgg D adskiller sig fra de andre. Hvordan? Har du en forklaring pa, at indianerne klarer den
tilsyneladende svare opgave sa godt?

Du far nu en ekstra oplysning: pirahder kan ikke tegne, sa bare det at skulle tegne en lige streg fik
dem til at jamre hgjlydt. Hvad viser indianernes resultater i forsgg E?

Elevopgave 13

Peter Gordons resultater gik verden rundt og blev af mange udlagt som, at nu havde man den
endelige pavisning af den staerkeste version af Whorf-Saphir hypotesen: sproget er bestemmende
for vores begrebsverden. Pirahderne har ikke noget talbegreb, fordi de ikke har ord for tal, forlgd
det.
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Der er en elementer logisk fejl i denne argumentation. Har Peter Gordons undersggelser vist en
drsagssammenheang ?'*

Forskningen tyder pa, at talordene er ngdvendige for et eksakt talbegreb, nar vi nar op pa tal stgrre
end to. Men det er vel ikke utenkeligt, at talordene er resultatet af et behov for at tzelle, altsa at
sproget er en fglge af begrebet, ikke omvendt. Hvorfor skulle man indfgre talord, hvis ikke det var
for at teelle? Er der 1 ¢vrigt ikke lidt hgnen og ®ggene over problematikken?

I Berlingske Tidendes version blev det til:

Forskere har i Sydamerika fundet frem til en indianerstamme, der er totalt talblind. De kan kun
teelle en, to, mange. Forskerne ggr med deres underspgelse op med teorien om, at mennesker har en
medfpdt sans for tal.

En plus en er cirka to, Berlingske Tidende 24/8 2004

Det er nok at stramme den, al den stund at selv rotter har en medf@dt sans for tal. Den er bare ikke
serlig pracis for stgrre tals vedkommende. Det samme gjaldt pirahderne.

Elevopgave 14
Hvorfor tror du, at Berlingske Tidende bragte artiklen?
Tjek lige overskriften: En plus en er cirka to. Er der beleg for den i Peter Gordons undersggelse?

Det hgrer til vores bgrnelerdom, at 1 + 1 = 2. Faktisk har ligningen veret brugt til at bevise Guds
eksistens. Beviset tager sit udgangspunkt i, at der findes evige sandheder som at 1 + 1 = 2.
Detaljerne overlades til l&seren;) Men er 1 + 1 = 2 en evig sandhed?

Der er faktisk noget, der tyder pa det. Man tager en 4%2 maned gammel baby (Det var lige precis,
hvad Karen Wynn gjorde)'’. S filmer man babyens reaktion pa en lille dukketeaterforestilling i tre
akter. I fgrste akt kommer dukke 1 ind pa scenen og bliver skjult bag en skeerm. I anden akt
accelererer handlingen: dukke 2 bliver fgrt ind bag skermen. Tredje akt, som traditionelt er der,
hvor intrigen oplgses, findes i to versioner. I den ene gar skeermen ned, og babyen ser to dukker.
Det er den kedelige udgave af stykket. I den anden gar skeermen ned, og nu tager stykket en
overraskende drejning: der star kun én dukke tilbage pa scenen. Babyen tror ikke sine egne gjne.

'* Man kunne forestille sig, at de manglende ord og manglende begreber har en fzlles arsag, nemlig et jungleliv, hvor
man ikke har brug for eksakte stgrrelser, og derfor hverken udvikler ord eller begreber.

' Karen Wynn: Addition and subtraction by human infants. Nature vol. 358, 749-750, 1992.
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Elevopgave 15

Babyerne sa markant laengere tid pa den overraskende slutscene end pa den kedelige. Hvad er din
konklusion? Kan forsggsresultatet forklares pa andre mader, end at babyen ved, at 1 + 1 = 2?

Der findes en omfattende litteratur om forholdet mellem tal og sprog. Nogle fa er nevnt i
fodnoterne. Men de er forholdsvis letleste og forsynet med omfattende litteraturlister, hvoraf en del
af referencerne er tilgaeengelig pa nettet. Det er en spendende diskussion, som virkelig deler
vandene. Og sa er vi maske lige vidt i vores jagt pa svarene pa de store spgrgsmal: hvad er tal og
hvor er de henne? Men maske har vi faet svaret pa nogle af de sma undervejs?
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Forord

Myter og matematik

Der findes sikkert mennesker, der ikke kan fascineres af matematik.

Der findes mange mennesker, der ikke tror, at de kan fascineres af matematik.
Matematikundervisningen i skolen vagter ikke fascinationen hgjt; der ggres fra politisk hold en stor
indsats for at fa unge til at interessere sig for naturvidenskab, herunder matematik, og opskriften er
overalt den samme: man mener, at hvis eleverne skal ggres interesserede i matematik, skal de
opleve, at de kan bruge resultaterne i praksis. Fascinationen anses mest for at vare for ngrder.

Men hvad avler mest interesse for matematik: ved hjelp af en linear model at finde ud af, at man
kan spare 15 kroner om maneden ved at have en mobiltelefon uden abonnement i stedet for én
med?'® Eller at addere 1/7°s periode med sig selv igen og igen og se, at de forunderligste mgnstre
viser sig indbygget i det (hellige) syvtal'’?

Det er denne skribents opfattelse, at det ene ikke lever godt uden det andet, og siden der findes en
del gymnasiemateriale om praktisk anvendelige matematiske modeller, fglger her en gennemgang
af en matematisk myte, der viser et fascinerende kosmos, der helt konsekvent er bygget op pa
matematiske strukturer.

Inden for teologien har man en tradition for at fastholde de forestillinger, som man godt ved ikke er
sande i almindelig, objektiv forstand, men som ejer en slags eksistentiel sandhed, og som er
uundvearlige: mytens sandhed

Platons Timaios er en myte, der beretter om skabelsen af verden med matematiske strukturer som
skelet. Matematikken er helt fra den fgrste begyndelse et grundleggende princip i opbygningen af
universet og dermed ogsa i mennesket, og den eneste grund til, at vi kan erkende vor omverden, er,
at vi har de matematiske strukturer tilfelles med den. Vi kan jo nemlig ikke erkende noget, som vi
intet har tilfelles med. At beskaftige sig med matematik bliver derfor at udforske universet

Hvor absurd det end kan virke at forestille sig, at den matematik, tonerekken bygger pa, samtidig
ligger til grund for planeternes bevagelser ( absurd — og ogsa forkert, har det vist sig ), eller at alt
stof er opbygget af bittesmé regulere mangeflader'® i atomstgrrelse ( det er imidlertid kun delvist
forkert ), sa rejser den konsekvent gennemtankte og smukt billedligt fortalte myte spgrgsmalet:
jamen nar det nu ikke er sadan, hvordan er det sa? Hvis tallene ikke er indbygget i naturen, hvorfor
lerer vi dem da ved at betragte naturen ( ét tre, to treer, tre treer... )? Hvordan kan vi skelne
kategorier fra hinanden, hvis vi ikke i os har en indbygget forstaelse af, hvad ’det samme” og “det

'® For slet ikke at tale om de utallige eksamensopgaver, hvor man ved hjelp af tal i et skema skal afggre om blgddyr
vokser eksponentielt eller ifglge potensvakst

7 Lag 142857 sammen med sig selv og skriv resultaterne ned.

'8 *Mangeflade” er en fordanskning af det graske ord polyeder; fordanskningen skyldes behovet for senere at kunne
beskaftige sig med de specifikke flader uden at kende de graske talord.
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forskellige” er, som Platon heevder. Kan vi overhovedet vare sikre pa, at matematikken er
anvendelig pa virkeligheden?19

Arbejde med myte og matematik i gymnasiet

Matematiklarere er ikke uddannet til at leese myter. Religions- og oldtidskundskabslarere kan
oftest ikke l&se matematiske formler. AT giver os mulighed for at arbejde sammen, og derfor kan vi
nu finde et skrift frem, som har veret glemt i mange ar, - men som i hele middelalderen og langt op
i renassancen havde en sa@rdeles sterk indflydelse pa europaisk verdensforstelse.?’

Timaios er svar at lese. Selv om denne fremstilling tilbyder en genfortelling, der er lidt enklere
end teksten selv, vil man sikkert fgrst kunne bruge den i 3G, - evt. i slutningen af 2G.

I det felgende praesenteres nogle indledende oplysninger, dern@st en genforteelling af de relevante
dele af Platons tekst. Hertil kommer denne forfatters bud pa arbejdsspgrgsmdl, der forhabentlig kan
fremme forstaelsen og hjelpe til med at strukturere diskussionerne.

Der fglger et idékatalog med omrader, som man kan fordybe sig i, samt en liste med henvisning til
litteratur, pa papir og skerm.

Indledning

Platons idélere

”Alting flyder”, sagde Heraklit ( ca. 500 f.Kr. ) og mente dermed, at alt er i konstant forandring.
Man kan ikke bade to gange i den samme flod, - flodens vand er skiftet ud, og mennesket er ogsa i
konstant forandring.

Denne tilsyneladende indlysende sandhed beror imidlertid pa et bedrag, mente Parmenides ( ca.
samtidig med Heraklit, nok lidt yngre ), thi forandring er slet ikke mulig. Hvis nemlig noget skal
forandre sig, ma noget veerende blive ikke-varende og noget ikke-varende blive vaerende. Og det
strider imod fornuften, thi om det ikke-verende kan man intet vide og derfor slet ikke bygge en
filosofi derpa. Heraklits foranderlige verden er saledes et bedrag.

Platon lgser den tilsyneladende ulgselige modsatning ved at skelne mellem pa den ene side det
varende, som altid er til, og hvor ingen forandring er mulig og pa den anden side det, der uafladelig
bliver til og ikke har egentlig varen.

Det verende, ogsa kendt som ideernes verden, erkendes med tanken gennem logisk reesonnement,
det tilblivende/foranderlige, dvs. den verden, vi ser for os hver dag, fornemmes med sanserne; den
synlige verden med dens kaotiske omskiftelighed er saledes blot en forestilling, et billede af den
egentligt veerende, ordnede verden, og vi kan kun sanse, ikke erkende billedet.

' Se ogsa Jgrgen Ebbesens artikel her: Rotter og indianere. Og kloge Hans.
Der er nzvnt flere temaer i og omstendigheder omkring Timaios’ receptionshistorie i den udvidede litteraturliste.
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I skriftet "Timaios” lader Platon den syditaliske naturfilosof Timaios fortelle om, hvorledes den
synlige verden er blevet til som billede af ideernes evige verden®'.

Pythagoraerne

Alt er tal, menes Pythagoras (570-495f.Kr.) at have sagt.

Ifglge pythagoreernes verdensopfattelse er universet opbygget af bittesma, udelelige enheder med
en vis (meget lille) udstraekning. Disse enheder kunne naturligvis telles, - hvis man altsa kunne se
dem.

Skgnhed opstar, nar man setter ting sammen, hvis antal enheder passer smukt til hinanden, dvs.
hvis forhold kan beskrives ved en brgk med sma tal i teeller og nevner. Der er skgnhed og harmoni
mellem to toner, hvis strengel@ngderne forholder sig til hinanden som 2:1, som 3:2 eller 4:3. Et
smukt bygningsverk bygges, hvis man sgrger for, at der er samme pane talforhold mellem f.eks.
taghgjde og bygningens hgjde.

Udforskningen af tallenes egenskaber er studier i universets harmoni, matematik er dyrkelse af
skgnhed og planmassighed og i sidste ende det guddommelige, der star bag.

Proportionslaeren

Pythagorazernes verdensorden var sikret ved, at alt (i princippet) kunne telles og dermed sammenlignes:
dette var stgrre end hint, - dén streng var lige sa lang som dén og ville derfor give samme tone fra sig.
Imidlertid gik ordenen i stykker, da man opdagede, at der fandtes tal, man ikke kunne tzlle og dermed
forekomster, man ikke kunne sammenligne.

Lad os sige, at vi har to liniestykker og en enhed:

L, I, enhed
1, maler 4 enheder, nar 1, maler 3

Lad os nu tage to tilfaldige liniestykker:

I5 I4

Man skulle tro, at man altid kunne finde en enhed, der var lille nok til, at man kunne ggre det
samme som ovenfor, - sige, at den ene maler f.eks. 479, nar den anden maler 385. Pythagoraeerne
troede det i al fald, - hele deres verdensopfattelse byggede herpa.

Men det kan bevises, at det ikke er tilfeldet. F.eks. kan siderne i et kvadrat og diagonalen i samme
kvadrat, umuligt males med samme enhed, uanset hvor lille man ggr den.

! T streng, litterzr forstand er der ikke tale om en myte, eftersom den har en forfatter. Beretningen rummer imidlertid
sa mange felles treek med myten, at vi her tillader os at betragte den som en sadan.
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Denne opdagelse var rystende for mennesker, hvis fortrgstning til verdensordenen byggede pa, at alt
bestod af bittesma enheder, der kunne telles og dermed forstas. Det var sa rystende, at det siges, at
man holdt opdagelsen hemmelig og druknede en matematiker, der var kommet til at rgbe den.
Hemmeligheden holdt ikke; Eudoxos (408-355) kendte problemet og lgste det, - eller kom 1 al fald
om ved det med sin l&re om proportioner:

Han siger, at man kan sammenligne to stgrrelser, hvis det giver mening at sige, at den ene er stgrre
end den anden ( : man kan ikke sammenligne en cirkel og en linie, - eller Rundetarn og et
tordenskrald ), med andre ord, hvis de to stgrrelser er af samme art. Det, der kan sammenlignes, kan
sammenlignes uanset, om det er faellesmaleligt (kommensurabelt) eller ej. Man kan se, om den ene
er stgrre end den anden, og man kan regne pa inkommensurable stgrrelser. I stedet for at regne med
tal, og med lengde/areal/rumfang, der jo ma udtrykkes i tal, kan man arbejde med forhold.

Selv om alt ikke kan telles, kan man alligevel beregne og sammenligne stgrrelser i omverdenen og
saledes rubricere og systematisere omverdenen. Ordenen er vendt tilbage.

Proportioner blev graekernes made at skabe orden pa. Templerne byggedes efter kunstferdige
beregninger, f.eks.:

triglyf 5
metope 8

sgjlernes nedre diameter 3

sgjlemellemrum

sgjlehallens bredde 1
cellas bredde 3

Pythagorzernes sikkerhed for orden var gdelagt, et nyt var tradt i stedet. Proportionerne binder
universet sammen.

Timaios’ fortalling om verdens skabelse.

Den synlige verden er bygget af Den store Handvearker som en model af den evigt vaerende verden.

Handvarkeren overtager noget synligt stof, som bevager sig kaotisk omkring. Det bringer han i sin
godhed orden 1 efter fornuftens matematiske principper:

Han bygger fgrst de fire elementer, ild, jord, luft og vand, séledes at hvert element bestar af
bittesma bestanddele med hver sin form, - ildens mindste bestanddel er den regulare fireflade,
jordens den regulare seksflade, luftens den regulare otteflade og endelig er vandets mindste
bestanddel den regulere tyveflade.

De fire elementer benytter han til at bygge verden af: ild ( sa den er synlig ) og jord ( sa man kan
rgre ved den. ). De to er ikke nok, de ma bindes sammen, sa alt ikke igen oplgser sig i kaotiske
former. Da vi har at ggre med rum, ma der to mellemformer til; vi far saledes:
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Verden bestar af ild, jord, luft og vand i fglgende forhold:

jord wvand _luft

vand  luft  ild
De fire danner en enhed, fordi de forholder sig ens til hinanden, og derfor kan de ikke igen oplgses
og blive til kaos, - som mennesker kan, ved sygdom og dgd.
Verden er for evigt ordnet harmonisk.
Derfor ma verden ogsa have den mest harmoniske form, kuglens. Kuglen har nemlig samme afstand
til centrum overalt, og det samme og harmoniske er mere fuldkomment end det forskellige og
kaotiske. Kuglen er glat og har ingen abninger, for selv om verden er levende, behgver den, modsat
menneskene, ingen n®ring udefra, - og der findes heller ikke noget uden for verden, for Den store
Handverker har struktureret og bygget af alt det materiale, der var. Kuglen har heller ikke brug for
hander og arme at gribe med, for der er intet at gribe, eller ben at ga pa, for der er ingen steder at ga
hen. Kuglens eneste bevaegelse er den mest harmoniske af alle bevagelser: den roterer om sig selv.

I kuglens centrum anbringer Handvearkeren verdenssjelen.

Verdenssjlen er verdens herskerinde, fordi sj@len er sede for fornuften. Eftersom orden og
harmoni er evigt til stede i verden, som Handvarkeren har bygget den, ma fornuften, den
guddommelige skaberkraft, ogsa vaere det. Og fornuften kan ikke bo i legemet, men ma bo i en sjel.
Altsa har verden en sj&l, og den er konstrueret saledes:

Udelelig og ens varen
blandes til En Tredje Slags Varen
Delelig og legemlig veren

Udelelig og ens lighed
blandes til En Tredje Slags Lighed
Delelig og legemlig lighed

Udelelig og ens forskellighed
blandes til En Tredje Slags Forskellighed
Delelig og legemlig forskellighed

De tre blandinger blander han igen sammen til et hele, sjelsstoffet.

Stoffet har form som et langt band, og det deler han i mange intervaller, fgrst efter dobbelte og
tredobbelte rekker ( 1, 2,4, 8 og 1, 3,9, 27 ), dern@st underdeler han de intervaller efter
proportionale regler og opnar derved til sidst de intervaller, som skaber toneraeekken.

Efter saledes at have opdelt verdenssjalen i harmoniske stykker river han bandet over pa langs,
leegger de to dele over kors som et X og fgjer enderne sammen, saledes at der bliver to kredse.
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Den ene ggr han til den ydre ring, - den er fiksstjernernes omlgbsbane, og den gar mod hgjre; den
kaldes "Det Samme”’s bevagelse, fordi fiksstjernerne bevager sig ens. Den anden kreds bliver den
indre ring, og den er planeternes bevagelse; de bevager sig mod venstre, - og ikke i ensartet
bevagelse, hvorfor denne ring kaldes “det forskellige”.

En armillarsfeere

“Det Forskellige’s ring 7-deles ved intervallerne 1 —2 —3 -4 — 9 — 8 — 27. I tre af disse kredse
sker bevegelsen med samme hastighed, 1 de gvrige fire med forskellig hastighed, men dog med
hastigheder, hvis forhold kan beskrives ved sma, hele tal..

”Det Samme”’s ring har forrang, fordi den er enkel og udelt, ligesom fornuften er det, - 1
modsatning til sanserne.

Verdens legeme og verdens sj&l fgjes nu sammen: Handvarkeren laegger den kugleformede
verdenskrops centrum sammen med centrum for verdenssj@lens baner og fletter dernast legeme og
sjeel sammen overalt, saledes at sjelen gennemsyrer alt og ogsa svgbes uden om verdenskuglen som
en skal.

Det er verdenssj®lens vaesen at rotere. Hver gang, den kommer i bergring med noget, meddeler den,
- lydlgst, uden tale - hvad dette noget er det samme som eller forskelligt fra. Det gelder, hvad enten
”Det Samme™’s cirkel bergrer noget evigt veerende ( da opstar fornuftsbaseret viden ), eller det for-
skelliges cirkel bergrer noget foranderligt ( da opstar sikre og sande meninger om det sanselige ).
Fordi cirklerne er fuldkomne og aldrig bringes i uorden, er verdenssj&lens kundskaber altid sande.

Den store Handverker gleedede sig over sin verden; men fordi godheden er hans vasen, ville han

ggre den endnu skgnnere: Handverkerens forbillede var en evig verden. Ogsa pa dette punkt matte
den skabte verden ligne forbilledet, blot mindre fuldkomment: Handverkeren skabte tiden som et
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billede af evigheden. Det skete ved, at han skabte himmellegemerne og indsatte dem i de cirkler,
der passede til dem: sol, mane, 5 andre stjerner, - dvs. planeterne, himmelhvalvingens vagabonder,
sattes i "Det Forskellige™’s bane, og saledes indfgrtes dag og nat, maneder og ar. Solen er vigtigst,
fordi dens tidsenhed er mindst, dggnet. Med dggnet som regneenhed kan man lere at beregne de
andre enheder ( maneder, ar samt mere komplicerede astronomiske beregninger ). Solen giver
mennesker talsystemet.

Fire slags levende vasener bebor dette univers: i himlen, der bestar af ild: guder, - dvs. planeterne,
fiksstjernerne samt hvad der ellers matte findes af guder. Hertil fuglene i luften, vanddyrene samt
de, der gar pa fgdder pa det tgrre land.

Resten af arbejdet ma Den store Handvearker overlade til de mindre guder, som han lige har skabt,
bade dem, der Igber i kreds ( fiksstjerner og planeter ) og dem, der kun abenbarer sig af og til, - de
guder, som vi normalt kalder guder.

Nu skal de dgdelige skabes, - planter, dyr og mennesker, thi uden dem ville verden ikke vere
fuldkommen, dvs. rumme alle arter. Det kan Handvearkeren ikke ggre alene, for han kan kun skabe
evige, udgdelige vesener.

Han tager resterne af det stof, verdenssjalen var lavet af, fortynder det for at fa nok og deler det
derefter omhyggeligt mellem hver gud, der saledes far materiale til netop én sjel. Sjelen er nu hos
sin gud, og Handvarkeren viser den universets natur og belerer den om skabnens love: Sjelene
skal snart fgdes for fgrste gang, og alle fedes som gudfrygtige og retskafne mennesker, - alle sjele
far samme udgangspunkt, men de bliver ikke ens: de bedre fgdes som mend, de ringere som
kvinder.

Guderne laner lidt ild, jord, vand og luft. Disse dele sammenfgjer de med en mangde sma, usynlige
nagler, ikke med proportionens ulgselige band, til det menneskelige legeme. Legemets facon er kun
delvist kugleformet, - og kuglen er endda ikke glat, men har abninger og udposninger. Den
udgdelige del af sjelen bor i den kugleformede del af legemet; den dgdelige sj®l, som de lavere
guder tilfgjede, anbragte de i kroppen, - den udvakst, som det mindre fuldkomne vaesen behgver for
at kunne gribe ud, bevage sig omkring osv.

I dette legeme indesparrer guderne den udgdelige sjels harmoniske cirkler. Men hvor verdens
legeme var bragt i orden, fgr sjelen blev anbragt der, er legemet kaotisk, og det er sjelens opgave
med fornuftens hjelp at bekempe legemets kaos: planlgse bevagelser, tilfeldige bergringer med
andre vasener og de sterke fornemmelser, som det affgder: beger, vrede, glade, - alt sammen Det
Forskelliges urolige bevagelser, der forstyrrer og bringer uorden i Det Sammes rolige rotation.
Sjelens opgave er at genetablere Det Sammes rolige, fornuftige bevagelser og derved ogsa
kontrollere Det Forskelliges bevagelser. Opgaven kan Igses: via sit slegtskab med verdenssjelen
kan den enkelte sjal erkende universet/altet og er altsa i stand til at have sig over den
tilsyneladende verdens kaotiske beveagelser og fornemmelser og saledes bringe orden i det lille
univers, som et menneske er.

Lykkes det, kan sjelen, nar det givne liv er levet, og ild, jord, luft og vand skal afleveres igen,
vende tilbage til sin stjernefelle og der leve i lykkelig evighed, - lykkes det ikke, ma den blive en
kvinde eller endog et dyr ved sin(e) naste fgdsel(er).
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Oplaxg til arbejde med Timaios:

Arbejdsplan:

Selv om der er givet en genfortelling, er dette ikke let stof, og det vil sikkert kun give mening at
arbejde med det i 3 G, evt. i slutningen af 2G i en god klasse; maske kan en matematikerklasse
afslutte faget oldtidskundskab med at arbejde med dette tema; det skulle vere muligt at leese Platons
egen tekst efter grundigt forarbejde.

Man kan forestille sig en indledende lesning af genfortellingen med almindelige
tekstlaesningsmetoder ( referat, spgrgsmal til tid og sted, genre, tekstens intention osv.osv. ).

Herefter vil der utvivlsomt veere mange dunkle punkter. Disse kunne oplyses pa den made, at nogle
elever patog sig at orientere om proportionslaren, nogle om de platoniske legemer, nogle om
middeltal osv. En forstaelse af disse matematiske emner skulle lette leesningen af teksten, saledes at
man i anden omgang kan lese i dybden og sluttelig lese dele af Platons egen tekst.

Arbejdsspgrgsmal:

1. Spgresmal, der sigter mod forstaelse af teksten:

Da teksten er fremmedartet, bgr man begynde sit arbejde med den med at gennemga selve
handlingsgangen ret udfgrligt, enten skriftligt eller i samtaleform.

Hvad skabes der af? Hvad skabes der med?
Med andre ord: skabelse bestar i at etablere gnskverdige tilstande ud af noget problematisk. Hvad
er det problematiske? Hvad er det gnskvaerdige?

Bygning af verdenssj®len har tet sammenh@ng med den antikke verdens kosmologi.
Undersgg, hvad fiksstjerner og planeter er, og hvordan man mente, at de bevaegede sig.
Banerne kan illustreres i armillarsfaeren, s. 39.

Hvad betyder det, at himmellegemernes bevaegelser forlgber langs baner, der er inddelt efter
tonerekken?

( Man talte 1 oldtiden om ” sfeerernes musik™: 1 universet er der bestandig skgn musik, - vi hgrer den
blot ikke, fordi vi har vennet os til den. Platon nevner den ikke her, men den kan vere

underforstaet ).

Hvorfor er det fuldkomment ikke at behgve naring udefra ( jordens legeme ), mindre fuldkomment
at have brug for det ( menneskets legeme )?

Er det forstaeligt at opfatte tiden som et afbillede af evigheden?

Hvad er arsagen til / formalet med, at verden er blevet til?
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Hvad betyder det, at der er et formal?

( Vi opererer i vore dage med et naturvidenskabeligt arsagsbegreb ( hvad er det? ).

I oldtiden havde man flere opfattelser af arsagsbegrebet; saledes har Aristoteles, som er lidt senere
end Platon, fire arsager. Platons vigtigste arsagsbegreb er det sakaldt teleologiske: arsag = formal.
Vi mgder det i vore dage vist kun i popul@rbiologien i resonnementer som: myreslugeren har sin
tunge, for at den bedre kan fange myrer; en naturvidenskabelig arsagsforklaring ville her vere:
myreslugeren har overlevet, fordi den havde udviklet den lange, praktiske tunge ).

Prgv at beskrive en almindelig dag 1 jeres liv ud fra Timaios’ verdensbillede: hvordan skal de
forskellige, helt banale situationer som at sk&ndes med sin lillebror, kgbe et par sko og lese hhv.

undervise i matematik forstas?

2. Speresmal vedrgrende erkendelsesteori, herunder matematik.

Den senantikke filosof Proclus ( 400-tallet e.Kr. ) siger, at al kundskab opnas ved lighed mellem
den erkendende og det erkendte. Med andre ord: man kan ikke forsta det, man ikke er en del af.
Overvej, om det er rigtigt.

Hvis det er rigtigt, hvad betyder det sa, at verdens- og dermed menneskesjalen er bygget op af
begreber som deleligt/udeleligt, lighed/forskellighed?

Hvad hvis det er rigtigt, men menneskesj®len ikke er bygget af disse begreber?

Kan man drive naturvidenskab efter Parmenides’ opfattelse? Efter Platons?

Matematikken er en central del af den evige fornuft, - og den er samtidig indbygget i verden
( planeternes baner og dermed verdenssj&len, solens omlgbstid ).

Kan vi forsta matematik, hvis det ikke er rigtigt, at den er indbygget i os?

Kan vi anvende matematik pa verden, hvis det ikke er rigtigt, at den er indbygget i verden?
I givet fald hvordan?

Katalog med forslag til arbejdstemaer:

- Eudoxos' proportionslere med udblik til Dedekind-snit og de reelle tal.

- De reguleere polyedre med udblik til beviset for, at der ikke findes flere.

- harmoniske og geometriske - evt. flere - middeltal, - kan videreudvikles til talfglger og —rakker,
eller man kan dreje arbejdet mere i retning af matematik musikteori.

- al pythagoreeisk matematik vil 1 og for sig vaere relevant, idet den belyser pythagoreernes
opfattelse af, hvorledes matematikken og universet hang sammen.

- Timaios’ betydning i europ@isk videnskabshistorie.

Der kreves i AT ikke ngdvendigvis matematik pa A-niveau, selv om eleven har dette. En del af de

angivne emner kan dog komme op pa et pant niveau.
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pythagoraisk matematik med mange eksempler og opgaver. Anvendelig pa alle klassetrin.

Proportionslseren:

Euklid, bog V, rummer proportionslaren

http://www.imada.sdu.dk/~btoft/mathist/Lutzen.pdf
Jesper Liitzen gennemgar den antikke proportionslere. Kan leses af gode elever.

Howard Stein: Eudoxos and Dedekind: On the ancient Greek theory of ratios and its relation to
modern mathematics. Synthese, bind 84, 2, s. 163-211. Artiklen er tilgengelig her:
http://www.springerlink.com/content/h469818823516p63/

Videnskabelig artikel

Proportionsleren var massivt til stede i gresk arkitektur. Herom fglgende to henvisninger:
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Pedersen, Linda Sgndergaard: Tholos i Delfi. Samtiden Anbefalet, Klassikerforeningens
Kildehafter, 2005.

http://www.mlahanas.de/Greeks/Arts/GreekTemple.htm

Fokuserer man pa Apollon-templet i Didyma, findes konkrete mal, som man kan

regne pa, her:
http://www.perseus.tufts.edu/hopper/artifact?’name=Didyma,+Hellenistic+ Temple+of+ Apollo&obje
ct=Building

De regulzere polyvedre alias de platoniske legemer:

Euklid XIII rummer konstruktionen af de regulaere polyedre.

http://www.henrikkragh.dk/pdf/NoterRegPoly200106a.pdf
Et s@t noter til is@r polyedrenes geometri, men ogsa til gvrige matematiske problemer i Timaios.
De kan med lidt hjelp anvendes af elever.

Undervisningsmateriale, lige til at ga til, ogsa med Eulers polyedersatning og med yderligere
henvisninger, findes her:
www.sctknud-gym.dk/lrere/AM/Matematik/.../Polygoner&polyedre.docx

Middeltal og harmonilaere:

En kort og elevvenlig indfgring findes her:
homepage.svendborg-gym.dk/rl2/index.php?download...pdf

Archytas var den greske foregangsmatematiker pa dette omrade. En udfgrlig oversigt over hans liv
og virke, forsa vidt som det kendes, gives her:
http://plato.stanford.edu/entries/archytas/ .
Iser afsnit 2.2 er relevant
Stanford-artiklerne er hurtige oversigtsartikler, som sammenfatter relevant forskning. Det
kan leses af lerere, undtagelsesvis og i mindre portioner af (gode) elever.

Sundberg, Ove Kr.: Pythagoras os de tonende tall. Oslo 1980.
En bog til inspiration for den larer, der arbejder med musik og harmoni og filosofi

Carstensen, Jens og Petersen, Palle Bak: Uligheder. Eget forlag, 2003

Et afsnit heri behandler de forskellige middeltal. En bog for le&reren og den sarligt inte-
resserede elev.
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Carstensen, Jens: Talfglger og reekker. Systime 2008. Dele findes som e-bog. Kan l&ses af gode
elever.

Timaios’ betydning i europaisk historie

Timaios var den eneste af Platons dialoger, der var kendt i Europa indtil ren@ssancen. Dens
betydning for middelalderens kosmologi kan darligt overvurderes, men langt ind i ren@ssancen var
Timaios stadig central:

Her vil jeg blot til illustration anfgre nogle adresser, hvor man kan lese om dialogens indflydelse pa
Johannes Kepler (1571-1630):

http://www.lemvig-gym.dk/astrofilo/k-historie.htm
http://facultyweb.berry.edu/ttimberlake/copernican/
http://facultyweb.berry.edu/ttimberlake/copernican/pdf/activities/Mysterium.pdf

http://en.wikipedia.org/wiki/Mysterium Cosmographicum

http://www.georgehart.com/virtual-polyhedra/kepler.html

Ogsa den opfattelse af legeme og sjeel, som var herskende i kirken, - og vel stadig er det i Europa i
dag — skriver sig 1 hgj grad tilbage til Platon, ikke mindst, som han fortolkedes i nyplatonismen. Det
er utvivlsomt for komplekst til et gymnasieprojekt. Det skal n@vnes, at der ser ud til at vaere fornyet
interesse for Timaios efter artusindskiftet; der har saledes varet atholdt flere store forsknings-
seminarer, og der er udgivet litteratur herom.

Endelig gelder, at selv om den platoniske opfattelse af matematikkens genstand: at matematikkens
genstand faktisk eksisterer, og at matematisk forskning bestar i lidt efter lidt at opdage den, - selv
om den opfattelse af de fleste er dgmt ude, har det vist sig vanskeligt at undvare den, - endsige
stille noget 1 stedet.

Den amerikanske matematikfilosof, Reuben Hersh, siger saledes:

“The working mathematician is a Platonist on weekdays, a formalist on weekends. On weekdays,
when doing mathematics, he's a Platonist, convinced he's dealing with an objective reality

whose properties he's trying to determine. On weekends, if challenged to give a philosophical
account of this reality, it's easiest to pretend he doesn't believe in it. He plays formalist, and

pretends mathematics is a meaningless game.”
Reuben Hersh: What is Mathematics, Really, London 1997, s. 39f.
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Om brugen af matematiske tegn og objekter i en god matematisk
fremstilling

af Petur Birgir Petersen

Et serpreg ved matematik som videnskab er den udstrakte brug af symboler. Det er vigtigt at
symbolerne anvendes pa en klar og meningsfyldt made, saledes at den matematiske tekst
bliver klar og sammenha@ngende. Formalet med denne artikel er at skaerpe opmarksomheden
omkring en klar og sammenhangende brug af matematiske tegn og objekter i en skriftlig eller
mundtlig fremstilling af matematik. Artiklen vil kunne anvendes i forbindelse med et kort

forlgb om god matematisk stil fra anden halvdel af 1.g og fremefter.
Abne og lukkede udtryk og udsagn.

Ved lukkede udsagn forstas sammenstillinger af ord eller symboler, som udtrykker en

pastand, som kan vere sand eller falsk.
Eksempel 1:
12009 var der ferre feringer end danskere.
Danmark er en by i Sverige.
24+2=4.
2+2=5.

Udsagnet 2+ 2 =4, der er sandt, bestar dels af de to lukkede udtryk eller navne 2 +2 og 4,
dels af lighedstegnet, der forbinder de to udtryk.

Specielt for matematikken er dens brug af variable, som er symboler, der reprasenterer flere
navne pa en gang. For eksempel kan vi lade x, y, eller z repreesentere et vilkarligt reelt tal.
Bemerk at variable altid skrives i kursiv, nar man benytter elektronisk tekstbehandling. Ved

indfgring af variable i udtryk og udsagn fremkommer dbne udtryk og abne udsagn.

Eksempel pa et abent udtryk: 2x+3.
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Eksempel pa et abent udsagn: 2x+3=5.

For at opna generelle resultater anvender man ogsa en anden type variabel, som kaldes
arbitreere konstanter. Idéen er, at de arbitrere konstanter kan vaelges tilfeldigt, men at de
derefter ikke @ndrer sig. Arbitrere konstanter betegnes oftest med de f@rste bogstaver i

alfabetet (i kursiv).

Eksempel 2: Ligningen for en ret linje, som ikke er parallel med y-aksener: y =ax+b.

Her er a og b arbitrere konstanter, hvor a kaldes h®ldningstallet og b er skeringen med

y-aksen. Punkterne pa linjen er sa givet ved koordinaterne (x, y), hvor x og y er valgt saledes,

at ligningen er et sandt udsagn. Man siger at x er en uafheengig (eller fri) variabel, og y er en

athengig variabel, idet y afh@nger af vardien af x. I eksemplet y = 2x+ 3 har vi fastsat

konstanterne til @ =2 og b = 3. Et punkt pa den linje, som ligningen reprasenterer, er f.eks.

punktet med koordinaterne (1,5),idet 5=2-1+3 er et sandt udsagn.

Opgave 1: Undersgg om punktet med koordinaterne (3,7) ligger pa linjen givet ved ligningen

y =2x+3, og angiv en metode til at beregne koordinater til punkter pa linien.

Hvis man arbejder med sa mange variable, at bogstaverne i alfabetet inklusive de graeske har
sveert ved at sla til, kan man indeksere. Det betyder at man indfgrer en nummerering bag ved
bogstaverne med senket skrift. Hvis man f.eks. arbejder med ligningerne for to linjer, kan

man skrive disse saledes:
y=ax+b,
y=a,x+b,

Her udtales q, sdledes: "a to” og ikke "a i anden”.

Opgave 2: Find skeringspunktet mellem linjerne givet ved ligningerne
y=2x-3

y=4x+5
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Kontrollér om inds@ttelse af de fundne vardier for x og y ggr begge ligningerne 1

ligningssystemet til sande udsagn.

Generalisér lgsningsmetoden ved at udlede en formel, der for a; # a, udtrykker
koordinaterne til skeeringspunktet (x, y) mellem linjerne givet ved ligningerne y = a,x + b, 0g
y = a,x+b, ved de arbitrere konstanter a, , a, , b, , b, . Kontrollér formlen ved at anvende

den pa det ovenstaende ligningssystem.
Nogle matematiske tegn og objekter.
Her vil vi specielt omtale tre typer objekter:

e Tal - som i denne sammenhang generaliseres til ogsa at omfatte dbne udtryk sasom
2x+3
® udsagn (som bl.a. omfatter ligninger og uligheder)
e mengder - sasom maengden N af naturlige tal, eller meengden {1, 2, 3}, der

indeholder elementerne 1,2 og 3

Disse tre typer objekter kan hver is@r forbindes med ganske bestemte tegn. Her fglger et
skema, der viser nogle af mulighederne. Idéen er, at man enten forbinder tal eller udsagn eller
mangder, og ikke sammenblander forskellige typer objekter. Endvidere skal man holde sig til

den type objekt, som man nu arbejder med.

Objekt Kan forbindes med fglgende tegn

Tal = # < < > 2

Udsagn = & & AV

Mangder U N < < D> 2 <« \
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Saledes er det eksempelvis ikke tilladt at skrive (a +b)* —2ab < a’ +b*, fordi (a+b)* —2ab
ikke er et udsagn. I stedet skal man skrive (a+b)> —2ab =a” +b* eftersom objekterne

(a+b)*—2ab og a’+b’ erudtryk, der reprasenterer tal.

Et andet eksempel er lgsning af ligningen 2x+3 = 5. Dette er en ligning fordi objektet
indeholder en venstreside og en hgjreside, som er forbundet med et lighedstegn. Ligningen er
samtidig et abent udsagn pa grund af den variable x. At Igse ligningen er at finde de vardier

for x, der ggr udsagnet sandt. Dette kan vi ggre ved hjelp af de velkendte omformningsregler:
Ligningener 2x+3=5.
Vi trekker 3 fra pa begge sider af lighedstegnet og far:

2x=2
Derefter dividerer vi med 2 pa begge sider, og far:

x=1
Denne argumentation kunne ogsa opstilles klart uden brug af tekst saledes:
2x+3=5

2x=5-3

Det vil vaere korrekt, men ikke ngdvendigt at forbinde ligningerne med dobbeltpile
(biimplikationspile), der fortaller at ligningen fgr og ligningen efter en dobbeltpil har de

samme lgsninger:
2
2x+3=5<2x=5-3 @x:E@x:I

Ifglge skemaet vil det derimod vare decideret forkert at forbinde ligningerne med

lighedstegn:
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2x+3=5=2x=5—3=x=%=x=1

Lighedstegnet betyder jo, at tallene for og efter lighedstegn er ens, hvilket i den viste forkerte

brug af lighedstegn fgrer til nonsens som 5=5-3=1.

Opgave 3: Find fejlen:

2
2x* +3x=5x (:)2x2:2x(:)x=2—x(:)x:1
X

Opgave 4: Opstil en formel, der for a; # a, udtrykker lgsningen til ligningen

a,x+b, = a,x+b, ved de arbitrere konstanter a, ,a, , by , b, . Anvend formlen til at Igse

ligningen
4x+5=2x-3

Kontrollér om indsettelse af den saledes fundne verdi for x ggr ligningen til et sandt udsagn.
Endnu et eksempel pa ukorrekt brug af tegn:

=9 x=3v-3 ):
Her er fejlen at disjunktionstegnet Vv skal bruges mellem udsagn, og —3 er ikke et udsagn.
Det vil derimod vare korrekt at skrive x> =9 & x=3vx=-3.
Det kan i gvrigt anbefales at bruge ordet eller i stedet for tegnet Vv, saledes:

=9 x=3eller x=-3
Man kan ogsa her droppe dobbeltpilen og skrive:
x’=9
x=3eller x=-3

Alternativt:
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Eller:
x*=9
x=13
Man ser ogsa fglgende notation:
x*=9
x=3,-3

I dette sidste tilfelde selvfglgelig sgrge for at Igsningsangivelsen ikke kan sammenblandes
med en decimaltalsnotation, hvilket sker hvis man skriver x = — 3,3. Denne sammenblanding

kan selvfglgelig kun ske, hvis man anvender dansk decimalkomma.

Opgave 5: Tegnet = kaldes en implikationspil, og bruges mellem udsagn saledes at hvis
udsagnet fgr pilen er sandt, sd er udsagnet efter pilespidsen ogsa sandt. Man kan lade
udsagnene bytte side, forudsat at man vender pilen i den modsatte retning. Tegnet < er en
dobbeltpil ogsa kaldet biimplikationspil, som er en kombination af to modsat rettede

implikationspile.

Afggr for hvert af disse eksempler om brugen af implikationspilen er “korrekt” i den

forstand, at det sammensatte udsagn er sandt:

i. x=3 = x?=

ii. x?=9 & x=3

iii. x2=9 = x=3

iv. x*=9 & x=3

v x*=9 = x=-3vx=3
vi. x*=9 & x=-3vx=3
Vii. x*=9 © x=-3vx=3
viii. x2=9 = x=-3Vv3
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Uligheden x2 < 2 (kan leses som xer hgjst to) har eksakt Igsningerne —V2 < x <2

(kan laeses som x er mindst (—v2) og hgjst v/2 ). Dette kan ogsi skrives siledes:
x’<2 e 2 <x<\2

eller
x2<2 o xe[—V2;V2]
Hvilket betyder at x er element i det lukkede interval fra —v2 tilv/2 .

Det vil vaere forkert at skrive V2 = 1,4142 fordi tallet efter lighedstegnet blot er en
tilncermet eller approksimeret verdi af kvadratrod 2. Rigtigere vil det vare at skrive

V2 =~ 1,4142 hvor det krgllede lighedstegn betyder nesten lig med. Approksimerede
verdier anfgres ofte som slutresultat pa en praktisk beregning, som er behaftet med en vis
usikkerhed. Derimod vil det veere meningslgst at skelne mellem lukkede og abne intervaller,

hvis endepunkterne er approksimerede. I forbindelse med definitionsmangdebestemmelser vil

det vare direkte forkert at benytte sig af tilneermede vardier. Saledes er udtrykket =3

defineret for alle x bortset fra ++/2 . Anderledes udtrykt er den stgrst mulige

5
x2-2

definitionsmangde for udtrykket ligmed R\ {\/Z —\/E}, hvor R betegner de reelle tals

maengde.

Opgave 6: At A € B betyder at m@&ngden A er en delma@ngde af mengden B. Dette er det
samme som at alle elementer i A ogsa er elementer i B. At B 2 A betyder ligeledes at A er en

delmangde af B.

Afggr hvilke af fglgende udsagn, der er sande:

a) [-1,4142;1,4142] < [—V2 ;2]
b) [—1,4142;1,4142] 2 [—V2 ;2]
c) [-1,4142;1,4142] € |-VZ;V2[
d) [-1,4142;1,4142] 2 |-V2;V2|
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e) Den stgrst mulige definitionsmangde for udtrykket er lig med

x2-2
R\ {1,4142, —1,4142}

5
x2—4

f) Den stgrst mulige definitionsmangde for udtrykket erligmed R\ {2, -2

Afslutningsvis et par ord om regnemaskiner og computere:

Pa mange maskiner og programmer er det muligt at vaeelge mellem eksakt og approximeret
vardi. I en ren matematikopgave vil eksakte vardier altid vere til at foretrakke, men i
praktiske opgaver og modelopgaver er det en god idé at approximere slutresultater til
eksponentiel notation med et realistisk antal betydende cifre. Den udbredte og ngdvendige
brug af CAS — verktgjer forleder en del mennesker til at bruge et programmerings sprog i en
tekst. Dette forer til darlig matematisk stil. Saledes bgr s@tningen: Jeg solver ligningen

2x+3 =15 og far 1, omskrives til eksempelvis:
Ligningen 2x+3 =5 har lgsningen x =1.

I en eksamenssituation kan det dog vaere hensigtsmassigt, som en note, at tilfgje

kommandoen solve(2x+3 =5, x) enter 1 som en supplerende dokumentation.
Facitliste til opgaverne:

Opg. 1: Udsagnet 7 = 2 - 3 + 3 er falsk, og derfor ligger punktet ikke pa linjen. Metode til

bestemmelse af punkter: Velg en x-verdi og beregn den tilsvarende y-verdi af forskriften.

Opg. 2: Skaringpunktet er givet ved (x, y) = (—4, —11).

. bi—b, biaz—ajb
Formlen for skeringspunktet er (x,y) = (a1 az ) 122 Zl 2)
27 U1 27 U1

Opg. 3: Det er ikke tilladt at dividere med 0. Det, vi finder ved at dividere med 2x er derfor

lgsninger forskellige fra 0. Bedre metode er oplgsning i faktorer kombineret med nulreglen:

2x° +3x=5x & 2x* - 2x=02x(x-)=0=x=0vx=1

__ bi-by

Opg. 4: Formlen er = oa

Indsettelse af ay = 4,a, =2,b; =5,b, = =3 giverx= -4
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Opg. 5: I spgrgsmal i, ii, v, vi, og vii er implikationspile anvendt korrekt, saledes at det

sammensatte udsagn er sandt.

Opg. 6: Udsagnene a) , c) og f) er sande.

Gode baggrundsartikler fra internettet:

http://www.uvmat.dk/skrift/

(Om den nye skriftlighed i matematikundervisningen. Indeholder gode rad til udformningen
af skriftlige eksamensbesvarelser).

http://ems.calumet.purdue.edu/mcss/kevinlee/mathwriting/writingman.pdf

(Dr. Kevin P. Lee: A Guide to Writing Mathematics. Underholdende artikel pa
gymnasieniveau, som indeholder mange eksempler pa god og darlig stil i opgavebesvarelser).

http://www.math.washington.edu/~lee/Courses/583-2005/writing.pdf

(Notes on Writing Mathematics. Denne tekst behandler god matematisk stil fra et overordnet
perspektiv, hvor der legges vagt pa tekstens logiske sammenhang og disposition. Velegnet
som baggrund for stgrre skriftlige arbejder).

Bgger:
Leonard Gillman: Writing Mathematics Well, Mathematical Association of America, 1987,
ISBN — 0-88285-443-0.

(Virkelig god lille bog om udformningen af stgrre skriftlige arbejder i matematik. Omhandler

blandt andet god disposition, bevisfgrelse og notation i en matematisk tekst).

Norman E. Steenrod, Paul R. Halmos et al: How to Write mathematics, American
Mathematical Society, 1975,

ISBN 0-8218-0055-8.

(Her er det Paul Halmos artikel om udformningen af en matematisk tekst, der kan anbefales.
Artiklen er inddelt i sma afsnit med friske overskrifter sasom: ’Say Something’, ’Speak to

Someone’, "Resist Symbols’ og *Use Symbols Correctly’).
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Erik Kristensen og Ole Rindung: Matematik 1, 10. udgave, C.E.C Gads forlag, 1981.
(Kapitel 1 indeholder en fin vejledning til me@ngder, udsagn og udsagnslogik. Herunder

brugen af tegn og symboler).
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Aristoteles om uendelighed
Af Charlotte Stefansen

En af de stridigheder man mgder inden for matematik vedrgrer, om man kan tillade brugen af
uendeligheder. Groft sagt kan man dele opfattelser af matematik ind i to retninger: realisme og
konstruktivisme. Fgrstnavnte opfatter de matematiske objekter (tal, mengder, geometriske figurer
etc.) som havende en eksistens uathengig af os mennesker. Sidstn@vnte mener til gengald, at de
matematiske objekter er konstruktioner fra menneskets side, og derfor ikke vil kunne vare til
uath@ngigt af os. Kort sagt: er de matematiske objekter noget vi opdager eller noget vi opfinder?
Alt afh@ngig af hvilken retning man tilslutter sig, vil man have forskellige opfattelser af
uendelighed. Hvis man har en konstruktivistisk tilgang vil uendelighed ikke umiddelbart skabe de
store problemer, men til gengeld kan den matematiske realisme stgde ind i forklaringsproblemer.

I gymnasieskolen kommer man heller ikke udenom brug af begrebet om uendelighed. Allerede nar
vi laerer at teelle, skal vi forholde os til, at tallinjen fortseetter i det uendelige. Og nar vores talbegreb
udvides til at indeholde de reelle tal, skal vi forholde os til, at man altid kan ’grave’ dybere ned
mellem to tal, og finde et nyt tal — dette kan ogsa fortsette i det uendelige. I de grafiske
reprasentationer af funktioner, der er definerede for alle reelle tal, taler vi om at koordinatsystemets
akser ’fortsetter i det uendelige’. Og nar vi arbejder med greenseverdier, skal vi ogsa forholde os til
udtryk som ’for x gaende mod uendelig’. Selv for greensevardier ’for x gaende mod 0’ kommer vi
ud i overvejelser omkring uendeligheder, nar man skal forestille sig, at en stgrrelse kan komme helt
teet pa 0, men aldrig vere lig med 0. I forbindelse med (Euklidisk) geometri kommer man ogsa ud
for uendelighed i forbindelse med definitionen af parallelle linjer, som linjer der fortsatter i det
uendelige og som aldrig vil skere hinanden.

Her skal vi dog ikke fokusere sa meget anvendelse af uendelighed indenfor matematikken, altsa i
hvilke tilfeelde uendelighed kommer i spil, og vi vil heller ikke ga i detaljer med distinktionen
mellem realisme og konstruktivisme. I stedet skal vi se pa, hvilke vanskeligheder begrebet om
uendelighed kan prasentere for os — ogsa i sammenhang med matematikken. For hvordan skal vi
forsta uendelighed? Er uendelighed en virkelig stgrrelse? Eller er det et begreb vi har taget i brug, sa
matematikken bedre kan h&nge sammen?

Det er ikke ligefrem revolutionerende at spgrge til begrebet om uendelighed, da dette er blevet gjort
af sd mange andre (iser filosoffer) mange gange fgr. Men til gengald kan det vaere interessant at se
pa, hvad disse andre har gjort sig af overvejelser netop om uendelighed.

En filosof, der undrede sig over uendelighed, var Aristoteles (384-322 fvt.). Aristoteles var fgdt i
Stageira ner Makedonien, men som 17-arig tog han til Athen for at studere ved Platons Akademi.
Her blev han i 20 ar indtil Platons dgd, hvorefter han rejste fgrst til Assos og senere Lesbos. 1 343
blev Aristoteles kaldt til Makedonien, hvor han skulle arbejde som huslarer for kong Philips 13-
arige sgn, senere kendt som Alexander den Store. Man mener Aristoteles blev i Makedonien i 3 ar.
Senere vendte Aristoteles tilbage til Athen, hvor han underviste i det offentlige Lykeion — en slags
gymnasium. I 323 dgde Alexander den Store, hvilket medfgrte opstand og en anti-makedonsk bglge

56



i Athen. Derfor rejste Aristoteles til Chalkis, hvor han havde familie. Her dgde han aret efter.
Aristoteles er kendt for at have skrevet et stort antal skrifter omhandlende alt fra biologi, etik og
politik. Men ogsé logik, psykologi og retorik.**

I sin bog om fysik (kaldet Fysikken’) undersgger Aristoteles naturen — eller n@rmere betegnet “de
naturlige ting’. Ifglge Aristoteles, sa har matematikeren og fysikeren i en vis forstand et felles
genstandsomrade: flader og rumfang, linjer og punkter. I forbindelse med disse genstande siger
Aristoteles, at man vil vare ngdt til komme ind pa at tale om uendelighed. Fysikerens undersggelse
af naturen indeholder en undersggelse af bevwgelse og forandring, da naturen netop er
udgangspunkt for disse. Bevegelse har at ggre med det kontinuerlige, som igen baseres pa et begreb
om uendelighed (idet det kontinuerlige er noget, der kan deles i det uendelige). Bevaegelse, siger
Aristoteles, kan ikke lade sig ggre uden rum og tid. Og her er der igen brug for et begreb om det
uendelige, da fx tiden ikke har nogen begyndelse (eller afslutning). Sa en person som arbejder med
naturvidenskab er ngdt til at undersgge det uendelige for at finde ud af, om det findes eller ej — og
hvis det findes, hvad det sa er for en stgrrelse.

Aristoteles henviser til Pythagoraerne og Platon og deres opfattelse af uendelighed. Pythagoraerne
sgger det uendelige 1 de ting, der kan sanses og ser det uendelige som havende en selvstendig
varen. Dette betyder faktisk, at selv om der ikke var en verden til, som vi kunne sanse — og selv
hvis vi mennesker heller ikke var til — sa ville der stadig vere uendelighed. At uendelighed skulle
have en sadan selvstendig veren afvises af Aristoteles. Platon derimod anser det ikke for muligt, at
der skulle findes noget (uendeligt) udenfor universet, men mener alligevel, at det uendelige findes
bade i de sanselige ting og i ideerne uathengigt af mennesket — men der kraves altsa et univers,
hvor der uendelige kan vare. Ogsa denne opfattelse er Aristoteles skeptisk overfor. For hvordan far
vi mennesker sa adgang til dette uendelige? Hvordan kan vi opleve det?

Aristoteles giver nogle eksempler pa sammenhange, hvor man stgder pa uendelighed: Tid er
uendelig i den forstand, at den altid har varet og altid vil vere. Talrekken er ogsa uendelig — dog
skal vi huske pa, at for Aristoteles er der alene tale om de naturlige tal. Talrekken har en
begyndelse (tallet 1), men vil sa kunne fortsattes i det uendelige, da man altid kan fgje et stgrre tal
til. Kontinuerte stgrrelser (fx en linje) vil altid kunne deles 1 mindre stgrrelser — og vil kunne deles 1
det uendelige. De reelle tal er ogsa et godt eksempel pa kontinuerte stgrrelser — dog ikke et
eksempel Aristoteles selv ville have omtalt, da matematikken pa Aristoteles tid ikke opererede med
den reelle talrekke. Hvis man tager en delmangde af de reelle tal, vil man altid kunne udtage en ny
delmangde, og endnu en og saledes i det uendelige. For eksempel kan vi dele intervallet fra O til 1
og udtage intervallet fra O til Y2 osv.

Men hvis uendelighed undersgges nermere vil vi ifglge Aristoteles se, at der ikke findes noget
legeme som i realiteten er uendeligt — eller med Aristoteles ord: er i besiddelse af en aktuel
uendelighed. Med dette mener han, at lige meget hvor vi mennesker leder, sa vil vi ikke kunne finde

* Der er endda tegn pa at Aristoteles skulle have skrevet et vaerk om komik — men dette er gaet tabt for eftertiden
(Umberto Eco’s 'Rosens Navn’ har et underholdende bud pa, hvad der er sket med dette veerk — filmatiseringen kan
ogsa anbefales).
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noget eksempel pa uendelighed i *den virkelige verden’. Dette overfgrer Aristoteles direkte til andre
stgrrelser (som ikke ngdvendigvis er noget vi kan tage og fgle pa): fx tid og linjer. Aristoteles
mener, at den manglende aktuelle uendelighed ogsa ma skabe problemer for disse andre mere
abstrakte stgrrelser: for sa ma der vare en begyndelse og ende pa tiden, linjer kan ikke blive ved
med at blive opdelt i mindre stykker, og talrekken kan ikke vare ubegranset. Hvordan skal dette
lgses? For det lader til at i én forstand findes det uendelige, men i en anden forstand ggr det ikke®.

Nar Aristoteles taler om at noget findes, eller eksisterer som et varende, sa kan det ggre dette pa to
mader: dels mulig vaeren (potentiel veren) og dels virkelig veeren (aktuel varen). Men at der skulle
findes nogen uendelig stgrrelse i virkeligheden, dvs. at der findes aktuel uendelighed, mener
Aristoteles at have tilbagevist. Derfor ma uendelighed kun kunne findes som en mulighed — altsa
potentielt.

Vearen har ifglge Aristoteles mange betydninger: fx nar vi siger, at dagen er til, eller nar vi siger, at
der findes olympiske lege. Her mener Aristoteles, at vi bade kan tale om mulighed og virkelighed.
For nar vi siger, at der findes olympiske lege — sa er det bade som mulighed (dvs. at de olympiske
lege kan finde sted pa et tidspunkt) og som virkelighed (at de olympiske lege faktisk finder sted —
hvilket de jo ggr hvert 4. ar). Aristoteles giver ikke selv flere eksempler, som kan illustrere for-
skellen mellem aktuel og potentiel veren, men vi kan jo ogsa vende blikket mod matematikkens
verden for et eksempel. Andengradsligninger har potentielt ingen, én eller to lgsninger. Nar lig-
ningen er Igst er lgsningen blevet aktuel.

Det uendelige findes til gengald kun som en mulighed. Man kan blive ved med at forgge eller dele
en stgrrelse i det uendelige — men dette er kun udtryk for en potentiel uendelighed. Hvis vi fx ser pa
opdelingen af en linje, sa vil vi potentielt kunne ggre dette i det uendelige — men aktuelt vil vi aldrig
kunne afslutte en sadan deling, for vi er begrenset af vores levetid. Derfor vil den uendelige
opdelingen aldrig veere ferdiggjort, og altsa heller ikke fuldt ud aktualiseret. Ifglge Aristoteles skal
uendeligheden kunne begribes af én enkelt person, for at vare aktuel. I sagens natur, kan en enkelt
person ikke dette. En enkelt person vil fx heller ikke kunne vare vidne til en talrekke, der fortsetter
i det uendelige, da mennesket med Aristoteles ord er et endeligt vaesen, begrenset i tid (og rum).

Problemer for matematikken

Aristoteles mener selv, at hans egen fremstilling af det uendelige som noget, der kun er potentielt
vaerende, ikke skaber problemer for matematikken. For ifglge Aristoteles er det ikke strengt
ngdvendigt for matematikere at ggre brug af uendeligheder, men de kan fx ngjes med begrensede
linjer — for sadanne kan jo deles pa samme made som en uendelig stgrrelse (altsa som ren
mulighed). Og i forbindelse med matematikkens beviser, vil det heller ikke ggre nogen forskel om
uendelighed kun er til som mulighed. Uendelighed som virkelighed ma til gengeeld afvises, da der
netop ikke findes virkelige stgrrelser som er uendelige.

 En lignende problematik ses ogsa ses astronomien, hvor man taler om et uendeligt univers, men hvori der stadig kun
er et endeligt (om end meget stort) antal partikler. Man ville maske tro, at der sa ogsa ville vere et uendeligt antal
partikler i dette uendelige univers.
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Dette kan dog skabe problemer for anvendelsen af matematik i dag. For hvor Aristoteles skelner
skarpt mellem matematikken som en abstrakt, teoretisk disciplin og fysikken som en virkelig,
anvendelig disciplin, sa er det jo ikke sadan, at vi i dag holder matematik og fysik skarpt adskilte.
Og her er der tilfelde, hvor man i fysikken benytter teori fra matematik, som indeholder et element
af uendelighed (fx fysikkens brug af differentialregning til at beskrive fart eller acceleration). Er vi
sa ikke tilbage i en grazone igen, hvor det er svart kun at se uendelighed som en mulighed, men at
det ogsa ma findes som en virkelighed?

Aristoteles og Zenon

Aristoteles var langt fra den fgrste til at behandle begrebet om uendelighed. En tidligere gresk
filosof, som vi kun fragmentarisk har kendskab til (bl.a. gennem Aristoteles), Zenon fra Elea, har
ogsa udfgrt analyser af begreber som delelighed, kontinuitet og uendelighed. Zenon viser bl.a.
gennem sine paradokser, at det verende er udeleligt og at bevagelse ikke er muligt.

Det er gennem Aristoteles og hans Fysik, at vi har faet overleveret flere af Zenons bergmte
paradoxer, bl.a. anekdoten om Achilleus, der skal lgbe om kap med en skilpadde og ogsa om pilen,
der til enhver tid, vil vare i hvile, selv om den flyver gennem luften. I Fysikken tilbageviser
Aristoteles dog disse paradokser.

Forslag til littereatur:

“Klassiske tenkere: Aristoteles’ Forel@sninger over Fysik [-IV”, oversat af Poul Helms,
1951 (ny udgivelse 1999), Gyldendal

- ”Matematikkens aspekter — om det uendelige”, Lars Mejlbo, 1991,
Matematiklererforeningen

- ”Den europiske filosofis historie - Antikken” af Karsten Friis Johansen, 1994, Nyt Nordisk
Forlag Arnold Busck,
(1.del, kap. 5 om Eleaterne (bl.a. Zenon), 4. del om Aristoteles)

- “Matematikkens filosofi” af Stig A. Pedersen i ”Et spadestik dybere”, Vincent F. Hendricks
og Steen W. Pedersen (red.), 2008, Automatic Press

- “Tankens magt (bind 1)”, Hans S. Jensen, Ole Knudsen og Frederik Stjernfelt (red.), 2006,
Lindhart og Ringhof
(afsnittet om ’Antikken’ har bl.a. to afsnit om hhv. naturvidenskab og filosofi som beskriver
antikkens tankegang)

- ”Matematikken og verden”, Mogens Niss (red.), 2001, Fremad
(kap. 3 af H.C. Hansen om de to retninger indenfor matematikkens filosofi)
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”Introducing Philosophy of Mathematics”, Michele Friend, 2007, Acumen Publishing
Limited

((meget) amerikansk indfgring 1 matematikkens filosofi, bl.a. med et kapitel om
uendelighed)
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Matematiske beviser

Af Mads Keinicke
Indledning
Bevisers struktur

Her introduceres en analysemodel der kan bruges til at give overblik over et matematisk bevis og
forhabentlig hjelpe forstaelsen af beviset pa vej.

Vi indfgrer modellen ved hjalp af et eksempel. Som eksempel analyseres beviset for Pythagoras
s@tning.

Pythagoras s@tning fortaller os at hvis en trekant er retvinklet sa geelder der en bestemt relation
mellem sidernes lengder, som kan udtrykkes ved den velkendte ligning ¢’ = a” + b°. Beviset skal
derfor vere en kade af resonnementer der viser at den s@rlige egenskab at trekanten har en ret
vinkel, logisk fgrer til at ligningen mellem siderne gelder.

Eksempel Pythagoras satning

I en lerebog kan s@tningen med bevis vere formuleret pa fglgende made:

Saetning
For en retvinklet trekant med hypotenuse ¢ og
kateter a og b, som vist pa figuren, gelder: A
2_ 2, 12

c=a +b 3
Eller skrevet med ord, kvadratet pa hypotenusen er b
lig med summen af kvadraterne pa kateterne.

B
c a

Bevis: a b

Figuren til hgjre viser et kvadrat med sidelengde a
+ b. Arealet af kvadratet er
A=(a+b)’=a’+b’+2ab

Arealet kan tillige beregnes som summen af
arealerne af det rgde kvadrat og de fire trekanter.
A=c +4(Yab)

Arealets stgrrelse er uathaengigt af
beregningsmetoden, altsa er

&+ 4-(Yrab) = a® + b* + 2ab

Denne ligning omskrives til
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¢ + 2ab=2a> +b* + 2ab
c=a’+b’

Hermed er s@tningen bevist
Vi kan nu opdele beviset i delelementer

Udgangspunkt: Konstruktion af kvadratet med kantlengde a + b og opdelingen af kvadratet i det
mindre kvadrat og fire trekanter. Konstruktionen bygger altsa dels pa forudsatningen om at
trekanten er retvinklet og dels pa bevisets gennemgaende idé, som er beregningen af kvadratets
areal pa de to mader.

Pastand 1: Ligningen ¢ + 4-(Y>-a'b) = a> + b* + 2ab gzlder

Raesonnement som fgrer fra udgangspunktet til pastand 1: Udtrykkene pa begge sider af
lighedstegnet er fremkommet ved at bestemme arealet af kvadratet. Da begge metoder til
bestemmelse af arealet er korrekte og da arealet selvfglgelig er uathengigt af hvilken metode der
bruges er de to udtryk ens.

Rasonnementet bygger pa kendskab til beregning af et kvadrats areal (kvadratet pa kantlengden)
og beregning af en retvinklet trekants areal (halvdelen af kateternes produkt).

pastand 2: Ligningen ¢ = a® + b” geelder

Raesonnement som fgrer fra pastand 1 til pastand 2: Ved reduktion og almindelig
ligningsmanipulation omskrives ligningen fra pastand 1 til ligningen i pastand 2.

Konklusion: Pastand to er identisk med s@tningen.

Analysen af beviset kan stilles skematisk op som nedenfor

Udgangspunkt: et kvadrat
med kantlengde a + b

Forudsztninger:
trekanten er
retvinklet

Idé: opskrivning af
arealet pa to
forskellige mader

Raesonnement: Forudsztninger for
Kvadratets areal kan udtrykkes | reesonnementet:
ved to forskellige formler. Beregning af arealer af

Da arealet er det samme uanset | kvadrater og retvinklede
hvilken formel der bruges er de | trekanter.
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to udtryk lig hinanden Arealets stgrrelse er
uathengigt af
beregningsmetoden.
Regler for bogstavregning

Pastand
& + 4-(Yrab) = a* + b* + 2ab

Raesonnement: Forudsztninger for
Ligningen omskrives ved hj&lp | reesonnementet:
af tilladte regneoperationer. Regneregler brugt til reduktion

Den sidste ligning fglger derfor | og omskrivning af ligning
af den fgrste, som gennem
forste resonnement fglger af at
trekanten er retvinklet

Konklusion
Z=a’+b?

Ovelse vinkelsummen i en trekant
Analyser beviset for setningen om vinkle summen i en trekant pa samme made som beviset for
pythagoras s@tning blev analyseret ovenfor

Seaetning
Vinkel summen i en trekant er 180°

Bevis: \

Nar to parallelle linjer skeres af en tredje linje
kaldes de vinkler der er markeret pa figuren til
hgjre ensliggende ved parallelle linjer. Vinkler
der er ensliggende ved parallelle linjer er lige
store

Vi ser pa trekanten ABC som er vist pa figuren.
Gennem vinkelspisen B trekkes en linje som er
parallel med siden AC 1 trekanten. Ved B er der
nu dannet tre vinkler v, u og B under den linje
der blev trukket gennem B. Disse tre vinkler er
tilsammen 180°.

Vinklen u og vinklen A i trekanten er
ensliggende ved parallelle linjer og derfor lige
store. Det samme gelder for vinklerne v og B.
Heraf ses det at trekantens vinkel sum er 180°
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Magrittes pibe og matematisk modellering
Af Jgrgen Ebbesen

Den belgiske surrealist René Magritte malede i 1928-1929 La Trahison des Images, pa dansk
Billedernes bedrag. Billedet er en minutigs gengivelse af en pibe. Under piben har Magritte skrevet
med sirlig skrift: ”Ceci n’est pas une pipe”

Men Meagrittes areinges har nellagt st smoed at arlyidigraptfion lonyller Rans
itk Dosyntirliotsts byuot aff Uellirkts ihomagtize stttes. Dot ligger g fgetls alll
Mm/éé )

Pointen er selvfglgelig, at billedet er en illusion. Det forestiller en pibe, men det er jo kun et billede
af piben, ikke the real thing.

Maleriet er abenlyst et manifest og en provokation, for ellers havde Magritte ikke behgvet at skrive
teksten pa billedet, jf. maleriets titel. Og det er skaegt, som han satter tingene pa spidsen ved sin
nermest fotografiske gengivelse af piben. Den naturlige reaktion pa billedet er: jo, det er en pibe,
hvad skulle det ellers vare? Fgrst i anden omgang kommer man i tanke om, at det selvfglgelig ikke
kan vare en pibe — det er fx svart at ryge af den. I en tid, hvor fotografier og film blev
hvermandseje, kan man se Magrittes maleri som en advarsel om ikke at forveksle billeder med
virkeligheden, hvor overbevisende de end matte vare.

Da jeg gik i gymnasiet i begyndelsen af 70’erne, stgdte jeg ikke pa begrebet matematisk model en
eneste gang i matematiktimerne, eller ogsa har jeg fortrengt det. Eksempler fra andre fag —
fortrinsvis fysik — blev inddraget i begrenset omfang. Og de tjente til at belyse matematiske
begreber og s@tninger. Faget matematik var overordnet og styrende.
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Da jeg startede som gymnasielarer i begyndelsen af 80’erne, var der en skerpet opmarksomhed pa
matematiks anvendelse i samfundet. Hvad var der sket i mellemtiden? Den teknologiske udvikling
inden for IT gjorde det muligt at handtere komplekse modeller som fx makrogkonomiske modeller,
fiskerimodeller og trafikmodeller. Disse modeller indgik i beslutningsgrundlaget inden for centrale
politiske omrader. Modelberegningerne blev genstand for berettiget kritik: de var svere at
gennemskue og argumentere mod. Parallellen til Magrittes billede blev brugt som en advarsel:
modellerne havde billedets besn@rende magi, men matte ikke forveksles med virkeligheden.

Siden er udviklingen fortsat. I Teknologiradets rapport Magt og modeller fra 1995 opgjordes 48
modeller udviklet i Danmark.

Tabel 1: Udviklingsperiode for de modeller, der er omfattet af undersogelsen

[Tidsinter\’al Antal modeller
1960-1969 2

11970-1979 12

1980-1989 19

1990-1995 (obs: 5 ar) 15

Matematiske modeller spiller en stadig stgrre rolle i vores moderne samfund pa mange niveauer og i
mange sammenhange. Modelberegninger er en vigtig del af det politiske beslutningsgrundlag som
allerede anfgrt. I forbindelse med overenskomstforhandlinger er forhandlingsparterne bevabnet til
tenderne med omkostningsberegningsmodeller. Prisfastsattelse og strategier i stgrre
erhvervsvirksomheder er baseret pa modelberegninger. Inden for omrader som biologi og medicin
udfgres komplicerede modelberegninger muliggjort af avanceret modelleringssoftware og hardware
med stgrre og stgrre regnekraft. Nye medicinske praeparater kan afprgves pa virtuelle patienter, fgr
de testes pa levende mennesker.

Ovenstaende er kun et lille udvalg af eksempler til belysning af den store og tiltagende samfunds-
betydning af matematiske modeller. Pa den baggrund er det ikke maerkeligt, at der leegges en stadig
stgrre vaegt pa modelleringsaspektet i matematikundervisningen. Bade af hensyn til det
almendannende perspektiv pa uddannelse: tilegnelsen af matematiske kompetencer er vigtig for
elevernes mulighed for at blive velfungerende, kritiske samfundsborgere, som kan tage selvstendig
stilling til modelberegninger uden at vaere i lommen pa eksperter med uklare interesser. Og til det
studieforberedende perspektiv: modelberegninger treenger frem inden for fagomrader, som
traditionelt har veret matematikfri.

Hvad vil det sige at modellere? Det fgrste lidt naive tillgb til at beskrive modelleringsprocessen er,
at man “overseatter” det problem, man gnsker at lgse, til et matematisk problem. Sa lgses det
matematiske problem inden for faget matematiks trygge rammer. Til sidst “oversatter” vi tilbage til
en lgsning pa det virkelige problem.
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Problem i .| Matematisk

A

virkeligheden problem
v

Lgsning i Mate‘:matlsk

virkeligheden < Igsning

”Overseattelsen” fra virkeligheden bestar i en reekke forenklinger, hvor vi risikerer at reducere
problemstillingen i en sadan grad, at selv om vi kan Igse det matematiske problem, er lIgsningen
maske uanvendelig. Den skal under alle omstendigheder underkastes en kritisk undersggelse.

En systematisk fejl ved modellering, er, at modeller har en tendens til at blive kausale i den
forstand, at vi gerne vil bruge dem til at forudsige og styre en udvikling. Vi reducerer og
systematiserer med dette for gje. Men den virkelighed, vi modellerer, er maske ikke helt sa
forudsigelig og styrbar, som modellen uvaegerligt giver indtryk af.

Traditionelt har vi lagt mest vaegt pa hgjre side af diagrammet i matematikundervisningen. Og nar
sandheden skal frem, har dette ikke @ndret sig meget, selv om modellering er blevet mere og mere
centralt 1 lereplanerne. Til skriftlig studentereksamen er “oversattelsen” i den gverste af de tre pile
altid foretaget pa forhand. Det nye er, at matematikopgaverne tager afsat i virkelighedsnaere
problemstillinger. Det er sa elevernes opgave at gennemskue, hvilken matematikopgave, der
gemmer sig mellem linjerne, og Igse den.

Det siger sig selv, at det kraever faglig indsigt i det omrade, man modellerer inden for. Det ligner en
fornuftig arbejdsfordeling, hvis vi sgrger for, at eleverne stifter bekendtskab med forskellige model-
typer og laerer dem at handtere den ngdvendige matematik. Og overlader oversattelsen til fagfolk
pa aftagerinstitutionerne.

Det viser sig imidlertid, at selv de elever, der er gode til at Igse matematiske problemer, har
vanskeligt ved at anvende det laerte, nar de senere har brug for det i praksis i andre sammenhange.
Det er svert at forsta, nar man betragter vores model (sic!) af modelleringsprocessen. Hvis de
vandrette pile, som svarer til oversattelse til og fra model, var uathengige af den lodrette pil, som
representerer den matematiske problemlgsning, er det uforklarligt, at man ikke bare kan tilfgje
oversattelsespilene pa de videregaende uddannelser. Men det virker altsa ikke.

Forklaringen er formentlig, at pilene ikke er uath@ngige af hinanden, og at den erfarne
modelbygger under hele modelleringsprocessen har det virkelige problem i baghovedet. Der findes
altsa ingen ren matematisk problemlgsningsfase. Og ved oversattelsen holder modelbyggeren det
matematiske problem, der udkrystalliseres, op 1 mod sit bagkatalog af modeller. Det nytter fx ikke
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at bevare kompleksiteten af det virkelige problem i modellen, hvis denne viser sig matematisk
uhandterbar.

Hvis vi vil forsta modelleringsprocessen og de vanskeligheder, der er forbundet med den bedre, er
der behov for en mere nuanceret beskrivelse af den.

Pa RUC, hvor matematisk modellering har spillet en vigtig rolle ved den naturvidenskabelige basis-
uddannelse, har man haft gleede af nedenstaende mere detaljerede beskrivelse af modellerings-
processen.

Figur 2.1 En model af den matematiske modelleringsproces

r T
Oplevet virkelighed
Lo - e — 4

(a) Problemformulering «

Undersggelsesomrade

| (b) Systematisering = .

3

System

(c) Matematisering

Matematisk system

(d) Matematisk analyse - .

Modelresultater

{e) Tolkning og vurdering af resultater ~————

Handling/Erkendelse

{f) Vurdering af modellens validitet +———

Morten Blomhgj, Thomas Hgjgaard Jensen, Tine Hoff Kjeldsen og Johnny Ottesen: Matematisk modellering ved
den naturvidenskabelige basisuddannelse — udvikling af et kursus, IMFUFA tekst 402 2001, side 12.

Den interesserede leser henvises til den udfgrlige beskrives side 11-18 i rapporten. Ud over den
mere detaljerede beskrivelse af modelleringsprocessen tydeligggr modellen det store arbejde, der
ligger fgr matematikken (den lodrette pil fra den naive model er pil (d) her). Desuden viser stisyste-
met til hgjre pa figuren, at de enkelte dele af processen er koblede: det kan vere ngdvendigt at ga
tilbage og foretage justeringer.
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Jeg kan personligt bedre lide opstillingen nedenfor, som understreger de enkelte delprocessers
athengighed af hinanden. Og det cirkul®re aspekt af modelleringen: man kan forbedre sin model
ved at foretage ekstra gennemlgb. Men det er principielt den samme model som ovenfor (bare
underkastet en topologisk transformation;)

Matematisk analyse

Oplevet System
virkelighed \
Matematisering
Systematisering \
/ Matematisk
Undersggelses- system
omrade \

Vurdering/validering /

Handling/ Modelresultater

erkendelse

olkning og vurdering

Hvor meget eleverne far ud af den slags betragtninger, ved jeg ikke. Men hvis man som laerer kan
genkende billedet, er det vel oplagt, at det bgr have konsekvenser for undervisningen? Fx i form af
serligt tilrettelagte forlgb, hvor eleverne prgver krafter med hele modelleringsprocessen. Det ville
vare oplagt at lade et af projektforlgbene vere et modelleringsforlgb.

Man kunne ved lasning af ovenstaende fa det indtryk, at matematisk modellering var et forholdsvis
nyt f&anomen. Det er det ikke. Men karakteren af de matematiske modeller har @ndret sig. Takket
varet IT-udviklingen er vi ikke l&ngere begraenset til at beskeftige os med simple problemer, som
har analytiske lgsninger. Fokus er flyttet fra grundleggende lovmassigheder til mere komplekse
problemstillinger. Almindelige gymnasieelever kan vha. CAS-varktgj foretage modelberegninger,
som fgr PC’en blev hvermandseje, kr&evede indsigt i numerisk analyse, kendskab til et program-
meringssprog og adgang til computer. En adgang, som da jeg studerede i 70’erne, var forbeholdt
forskere og datalogistuderende.

Man ma dog ikke i begejstringen over de nye muligheder overse, at matematik i selve sit udspring
er et modelleringsvarktgj, det vidner fx ordet geometri om. Grundbetydningen er landmaling. Og
historisk har matematik gaet hand i hand med anvendelser inden for fysik og astronomi. Fgr renzes-
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sancen blev matematikken dog fortrinsvis brugt pa den supralunare del af Universet (fra manen og
udefter). Her var forbindelsen imidlertid sa intim, at astronomien blev opfattet som en del af
matematikken.

I Igbet af renaessancen kom matematikken ned pa jorden;) jf. Galileis bergmte faldrendeforsgg.

Det er skabnens ironi, at Galileis betragtning om matematik som det sprog, naturen er skrevet i, er
mere tvetydig end som sa. Hvis man tager lidt mere med, lyder citatet nemlig:

Naturfilosofien er skrevet i denne storslaede bog, der altid stdr aben foran vore gjne (jeg kalder den
universet), men som ikke lader sig forsta uden at man forst leerer at forsta sproget, og kender de
bogstaver, hvormed den er skrevet. Den er skrevet pa matematikkens sprog, og dens bogstaver er
trekanter, cirkler og andre geometriske figurer, foruden hvilke det er menneskeligt umuligt at forstd
dens ord; foruden hvilke vi vandrer uhjelpsomt rundt i en mgrk labyrint. (Galilei: Il Saggiatore her
citeret fra Jacob Thygesen: Galileo Galilei og kontroversen om kometerne)

Lag merke til, at, Galilei henviser til et mindre hjgrne af matematikken, nemlig geometrien. Det
centrale 1 citatet er snarere, at Universet er facitlisten, ikke Biblen. Og Galilei opfattede n@ppe selv
det heliocentriske verdensbillede som en model. For kernen 1 inkvisitionens sag mod Galilei var,
hvor vidt det heliocentriske verdensbillede var sandheden eller blot en teori. Det sidste kunne
Kirken leve med, men den havde patent pa sandheden.

Hvor om alting er: matematikken havde indledt sit triumftog i fysikken her pa jorden med forelgbig
kulmination i Isaac Newtons Philosophiae Naturalis Principia Mathematica fra 1687. Lag i gvrigt
merke til en vigtig forskel mellem fysikkens love og moderne ad hoc modellering: selv om Newton
selv opfattede principperne som matematiske og ikke udtryk for de grundleggende fysiske love,
havde han fat i den tunge ende til forstaelse af rum og tid, en forstaelse som udkrystalliseredes i
Albert Einsteins almene relativitetsteori..
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Kompetencer i matematik, ét redskab til at tale om videnskabelighed i
matematik

Af Jakob Holm

Pa konferencen om matematisk videnskabsteori, maj 2009, fremlagde fagkonsulent Bjgrn Grgn
fglgende:

“Fagene beerer i scerlig grad bestemte dele af deres lcereplaner og deres teorier og metoder
med ind i AT. Det er i disse elementer fagenes videnskabelighed treeder frem i mpdet med andre
fag. Hvilke dele? — Det ma de enkelte fag overveje.”

Dette skrift skal ses som et bud pa ét redskab til at tale om matematik fagets videnskabelighed i AT-
sammenh&ng.

Videre pa konferencen om matematisk videnskabsteori fremlagde fagkonsulent Bjgrn Grgn
felgende

"Indgar i de faglige mal for AT: ... indsigt i elementeer videnskabsteori
Elementeer videnskabsteori drejer sig om:

— at kunne diskutere, hvad det vil sige at opna indsigt

— at kunne “se fagene ovenfra”, dvs. forholde sig reflekteret til fagene og kunne
diskutere og vurdere, hvad de valgte fag kan og ikke kan — generelt, i relation til
sagen og i et samspil med hinanden

— at kunne redeggre for pageeldende fags genstandsfelt og dets seerlige og
karakteristiske metoder og teorier — uden ngdvendigvis at ga ned i detaljerne, f.eks. i
en littercer analyse eller et matematisk bevis.”

29 9

Ifglge dette handler elementar videnskabsteori altsa om “hvad det vil sige at opna indsigt”, “at
kunne se fagene ovenfra”’og “kunne redeggre for fags genstandsfelt og dets sa@rlige og
karakteristiske metoder og teorier”.

For faget matematik vil -1 hvert tilfelde - de to sidste emner i en vis grad kunne belyses gennem
en kompetencebeskrivelse af matematisk faglighed. Der er udgivet en rapport "Kompetencer og
Matematiklaering” i 2002, se http://pub.uvm.dk/2002/kom/helepubl.htm , hvor der i foromtalen til
rapporten star

Rapporten preesenterer otte centrale matematiske kompetencer, som har gyldighed for
matematikundervisning pa samtlige uddannelsestrin:

o Tankegangskompetence - at kunne udpve matematisk tankegang

e Problembehandlingskompetence - at kunne formulere og lgse matematiske problemer

e Modelleringskompetence - at kunne analysere og bygge matematiske modeller vedrgrende
andre felter
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e Rewsonnementskompetence - at kunne reesonnere matematisk

e Repreesentationskompetence - at kunne handtere forskellige repreesentationer af
matematiske sagsforhold

o Symbol- og formalismekompetence - at kunne handtere matematisk symbolsprog og
formalisme

e Kommunikationskompetence - at kunne kommunikere i, med og om matematik

e Hjelpemiddelkompetence - at kunne betjene sig af og forholde sig til hjeelpemidler for
matematisk virksomhed, herunder it.

Desuden udpeges tre former for overblik og dpmmekraft vedrprende matematik:

e Matematikkens faktiske anvendelse i andre fag- og praksisomrader
e Matematikkens historiske udvikling, savel internt som i samfundsmcessig belysning
e Matematikkens karakter som fagomrade.

For en nermere uddybning af disse emner, sa se den omtalte rapport ” Kompetencer og
Matematiklering”.

Buddet pa redskabet til at tale om matematik fagets videnskabelig i AT-sammenhang er at benytte
definitionen af disse kompetencer som en made at tale om fagets metoder og teorier.

Fglgende vil jeg starte med at undersgge, hvordan bekendtggrelsen for stx Mat A forholder sig til
disse kompetencer. Det vil jeg ggre ved at gribe fat pa bekendtggrelsens enkelte faglige mal og
rubricerer disse under de n@vnte otte kompetencer og de tre former for overblik og dgmmekraft.

Derefter vil jeg illustrere hvordan kompetencer kan benyttes i AT-sammenhang. Jeg vil i en
konkret case, vise hvordan de enkelte kompetencer kommer i spil.

Stx Mat A-bekendtggrelsen i kompetencelys

Som annonceret vil jeg gruppere bekendtggrelsens faglige mal efter de otte kompetencer og de tre
former for overblik og dgmmekraft.

Kompetencer, overblik og Faglige mal i stx Mat A

dgmmekraft
Tankegangskompetencen Kunne stille spgrgsmal ud fra modeller, have blik for hvilke svar, der kan forventes
Problembehandlingskompetencen Selvstendigt kunne anvende symbolholdigt sprog til at beskrive variabelsammenhange og til at

lgse problemer med matematisk indhold

Lgse geometriske problemer pa grundlag af trekantsberegninger

Foretage simuleringer og fremskrivninger i forbindelse med arbejde med modeller
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Ud fra en analytisk beskrivelse af geometriske figurer i koordinatsystemer at svare pa givne
teoretiske og praktiske spgrgsmal

Modelleringskompetencen

Anvende simple statistiske eller sandsynlighedsteoretiske modeller til beskrivelse af et givet
datamateriale eller fenomener fra andre fagomrader

Kunne stille spgrgsmal ud fra modeller, have blik for hvilke svar, der kan forventes

Anvende funktionsudtryk og afledet funktion i opstilling af matematiske modeller pa baggrund
af datamateriale eller viden fra andre fagomrader

Kunne forholde sig reflekterende til idealiseringer og rekkevidde af modellerne, kunne
analysere givne matematiske modeller og foretage simuleringer og fremskrivninger

Opstille geometriske modeller

Rasonnementkompetencen

Denne kompetence er med i de fleste faglige mal, da kompetencen bestér i at fglge et
matematisk r&esonnement og i at udteenke og gennemfgre r&sonnementer.
Rasonnementskompetencen er intimt forbundet med bade problembehandlings- og
modellingskompetencerne da den udggr sa at sige disses “juridiske” side.

Men et eksplicit emne fra de faglige mal er:

Redeggre for matematiske reesonnementer og beviser samt deduktive sider ved opbygningen af
matematisk teori

Reprasentationskompetencen

Anvende forskellige fortolkninger af stamfunktion

Symbol- og formalismekompetencen

Handtere formler, herunder kunne oversette mellem symbolholdigt og naturligt sprog

Selvstendigt kunne anvende symbolholdigt sprog til at beskrive variabelsammenhange og til at
lgse problemer med matematisk indhold

Foretage simuleringer og fremskrivninger i forbindelse med arbejde med modeller

Forskellige metoder til lgsning af differentialligninger

Kunne give en analytisk beskrivelse af geometriske figurer i koordinatsystemer

Kommunikationskompetencen

Ved arbejde med modeller at vare i stand til at formulere konklusioner i et klart sprog

Redeggre for matematiske reesonnementer og beviser samt deduktive sider ved opbygningen af
matematisk teori

Hjzlpemiddelskompetencen

Anvende it-verktgjer til lgsning af givne matematiske problemer

Foretage simuleringer og fremskrivninger i forbindelse med arbejde med modeller
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Matematikkens anvendelse i andre fag

Demonstrere viden om matematikanvendelse inden for udvalgte omréader, herunder viden om
anvendelse i behandling af en mere kompleks problemstilling

Matematikkens historiske udvikling

Demonstrere viden om matematikkens udvikling i samspil med den historiske, videnskabelige
og kulturelle udvikling

Matematikkens karakter som fagomrade
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Det fglgende skrift er en fortsettelse af skriftet

"Kompetencer i matematik, ét
redskab ti1l at tale om
videnskabelighed 1 matematik"

og giver eksempler pd anvendelse af matematikkompetencer i artiklen
"Indtagelse af rusmidler og kgrsel med automobil”. I sidste halvdel af
skriftet er det op til laseren at afgegre hvilke kompetencer, der er

anvendt 1 artiklen.

Det er opbygget saledes at, pa hver anden side er der kommentarer til de

oprindelige sider. Kommentarerne er en angivelse af hvilke
matematikkompetencer der anvendt.

Ved lasning pa computerskarm anbefales at benytte "tosidet visning".

74



Kompetencer i matematik, et eksempel

Af Jakob Holm

Indtagelse af rusmidler og k@rsel med automobil.

Ferdselsloven stiller krav til foreren af automobil. Nogle af disse krav angar vores pavirkning af
alkohol, rusmidler og medicin. Jeg vil se pa hvordan overholdelsen af disse krav harmonerer med
indtagelse af disse stoffer. Lad mig starte med at se pa feerdselsloven.

Fra feerdselsloven, jf. lovbekendtggrelse nr. 1079 af 14. november 2005, med de endringer, der
folger af lov nr. 303 af 19. april 2006, § 21 i lov nr. 309 af 19. april 2006, § 9 i lov nr. 538 af 8. juni
2006 og lov nr. 543 af 8. juni 2006:

§ 53. For spirituskersel straffes den, som farer eller forsgger at fare et motordrevet koretgj efter at
have indtaget spiritus i et sddant omfang, at alkoholkoncentrationen i blodet under eller efter
karslen overstiger 0,50 promille.

Stk. 2. For spirituskarsel straffes endvidere den, som farer eller forsgger at fare et motordrevet
karetoj efter at have indtaget spiritus i et sddant omfang, at den pagaeldende ikke kan fare karetgjet
pa betryggende made.

Sygdom, spirituspavirkning m.v.

§ 54. Et motordrevet koretaj ma ikke fores eller forsages fart af nogen, som pa grund af sygdom,
svaekkelse, overanstrengelse, mangel pa sgvn, pavirkning af opstemmende eller bedovende
midler eller af lignende arsager befinder sig i en sadan tilstand, at han er ude af stand til at fare
karetgjet pa fuldt betryggende made.

Kontrol m.v.

§ 55. Politiet kan til enhver tid kraeve, at foreren af et karetgj eller en rytter foretager
udandingsprave.

Stk. 2. Politiet kan fremstille en person til udtagelse af blod- og urinprgve, hvis der er grund til at
antage, at han har overtradt § 53 eller § 54, stk. 1 eller 2, eller han naegter eller ikke er i stand til at
medvirke til en udandingsprgve. Angar mistanken andre forhold end spirituspavirkning, kan politiet
tillige fremstille den pageeldende til undersggelse af en laege. Det samme gaelder ved mistanke om
spirituspavirkning, nar szerlige omsteendigheder taler derfor.

I disse paragraffer er der, som fgrer af motordrevent kgretgj, nogle helt konkrete krav angaende
indtagelse af alkohol, mens kravene til andre rusmidler og medicin ikke er helt sa konkrete. Det der
er vasentlig i forhold til kgrsel, er at rusmidlet/medicinen, der er indtaget, skal vare standset med
enten at virke opstemmende, bedgvende eller at give andre pavirkninger til usikker kgrsel. Det kan
ske ved enten af stoffet fjernes fra kroppen eller at det neutraliseres.
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I [Rusmidlernes biologi] skrives fglgende: "Rusmidlernes metabolisering (nedbrydning) finder sted
i leveren. Der er principielt to forskellige mader, hvorpa stofferne nedbrydes eller inaktiveres. Den
ene metode gar ud pa at &ndre rusmidlets molekylere opbygning, sa det ikke leengere kan binde sig
til en receptor (i hjernen, red). Den anden metode gar ud pa at koble et andet molekyle pa rusmidlet,
sa det bliver mere vandoplgseligt. Hermed kan stoffet udskilles med urinen. Denne proces kaldes
en konjugering, og det molekyle, der typisk bruges, er glucuronidsyre (som sulfat- eller acetatsalt)
(fig. 2.7.). Begge processer foregar inde i levercellernes cytoplasma. Det siger derfor sig selv, at jo
lettere et rusmiddel treenger ind i levercellerne, og jo hgjere koncentration, der er i plasmaet, des
mere nedbrydes pr. tidsenhed.”
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Kompetencekommentarer til side 78

Her i denne boks anvendes modelleringskompetencen. Det ses bl.a. ved
anvendelse af ordene "konkret" og "indskranke". Desuden antages, at der
hurtigt drikkes 5 alm. gl.

Her er en form for modeldiskussion, altsd en stillingtagen til om
modellen er brugbar eller om den skarer for mange og relevante hjgrner
af.

Det kan diskuteres, hvilken kompetence, der her er i sving. For at det
kan vare Problembehandlingskompetencen, skal der vare et egentligt
problem. Det er vel for meget at pastd, at det er et problem, at
bestemme "hvor meget alkohol, der faktisk er i disse 5 @gl". Hvis det
faktisk opfattes som et problem, sa er det Problemlgsningskompetencen,
der benyttes ellers er det er en opgave lgst v.hj.a. rutineoperationer
og her kommer Symbol- og formalismekompetencen i brug.

Det at udfgre denne "rutineoperation", kan siges at falde ind under
Resonnementskompetencen, da her godtggres for et regneresultat. Det er
dog ikke tilfezldet, da der stilles krav til Raesonnementskompetencen om
opfindsomhed, analyseevne eller overblik. Det er jo ikke aktuelt her.
Derimod er det igen Symbol- og formalisemkompetencen der sluttelig
benyttes.

Tager modellen op til overvejelse, maske er den for simpel.
Modelleringskompetencen.

Symbol- og formalismekompetence. Her foregdr en oversattelse fra
almindeligt sprog til matematikkens sprog ("f vare funktionen", "x
kilo")

/
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Indtagelse og nedbrydelse af alkohol

Lad mig nu vere konkret ved at se pa indtagelsen af alkohol. Der er flere forskellige typer af alkohol,
vi som danskere indtager: gl, vin, breezer, sterk spiritus, for at nevne de gengse. Disse typer af
alkoholiske drikke indeholder forskellige procenter af alkohol. Alm. ¢l har en alkohol procent pa 4.6%,
vin fra 11 — 15 %, breezer indeholder typisk 4% alkohol, mens staerk spiritus fas i meget forskellige
procenter, fra 20% til 80%.

Jeg vil indskranke mig til udelukkende at se pa konsekvenser af at drikke gl i forhold til bilkgrsel.
Nogle tilsvarende beregninger kan udfgres for vin- eller spiritusdrikkere.

Case: En person drikker hurtigt efter hinanden 5 almindelige ¢l.

Hvad betyder det, og hvor realistisk er det, at man indtager 5 almindelige ¢l hurtigt efter hinanden?

Hensigten med denne lidt hypotetiske situation er, at personen indtager alkohol svarende til
alkoholen i 5 almindelige ¢l, uden at der er udskilt eller nedbrudt noget af betydning af alkoholen.
Det kraever ogsa en god ”sund” tgrst for hurtigt at drikke 5 ¢gl. "Hurtigt” daekker her over den tid, der
gar fra at man starter med at drikke ¢l, indtil der er nedbrudt en na&vneverdig maengde alkohol i
leveren.

Det fgrste jeg vil ggre mig klart er, hvor meget alkohol der faktisk er i disse 5 gl. I en ¢l er der
4.6% af 33 cl rent alkohol og da 1cm® alkohol vejer 0.7873 g vil der i 5 ¢l vare

5-0.046-0.33-0.7873-1000 gram = 59.76 gram

Hvad giver det sa af promille i blodet? Den promille man taler om i forbindelse med bilkgrsel er
antal gram alkohol pr. liter kropsvaske. I [Rusmidlernes biologi] n&vnes ’Alkohol fordeler sig 1
kroppens vand. Dette udggr ca. 60% af legemesvagten hos mand og ca. 55% hos kvinder”. Jeg
antager, at personen er en mand pa 70 kg.

Sa ma det give

59.76g/(0.60-70kg)%o = 1.42%0

Ovelse 1: Beregn din alkoholpromille ved hurtig indtagelse af de 5 gl.
Beregn derefter din alkoholpromille ved hurtig indtagelse af en halv flaske rgdvin, 14%
alkohol. En flaske rgdvin indeholder 0.75 liter.

Nu er mand jo forskellige, alle vejer ikke 70 kg. Lad mig beskrive sammenha&ngen mellem vaegt
og promille for mand, der lige har indtaget 5 ¢l.

Lad variablen x sta for antal kilo en mand vejer og lad f vere funktionen, der angiver promillen for
en mand pa x kilo ved indtagelse af 5 gl.
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Kompetencekommentarer til side 80

Anvendelse af Symbol- og formalismekompetence, da der sker en form for
oversattelse fra almindeligt sprog til en regneforskrift.

Repraesentationskompetencen er i brug, da funktionen f er udtrykt pa to
forskellige madder, nemlig ved en regneforskrift og ved en graf.

Her annonceres et problem: "Hvor meget alkohol manden pa 70 kg har
tilbage ....... ." Det er v.hj.a. problembehandlingskomptencen at dette
problem er blive opstillet.

Oplysningen om @ndringen af alkohol i kroppen konstant er 8 gram pr.
time, er sandsynligvis ikke en fuldstendig korrekt oplysning. Set fra
dette perspektiv har Modelleringskompetencen varet anvendt for at
fremskaffe denne tilskarede oplysning. Men nu stdr her altséd, at
@ndringen konstant er 8 gram pr. time. Og sa anvendes
Problemlgsningskompetencen til at lgse problemet med, nemlig ved at
opstille differentialligningen og bestemme den partikulere lgsning.

Korrektheden i bestemmelsen af den partikulare lgsning er gjort v.hj.a.
Symbol- og formalismekompetencen (selve symbolmanipulationen).
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De 59.76 g alkohol udggr 17
fglgende promille af de x-0.60 1
vaske en mand indeholder

59.76g/(0.60-x)%0 = 99.6/x

sa derfor har f regneforskriften

99.6
f(x)= _,f0rx>0. 1.4 promille
X

Det grafiske billede af

funktionen ses her, sammen 0.2 x
-9.39 5 70 K 119.52

med resultatet fra féor med en =

70 kg tung mand: o s

Da der sandsynligvis er en ligefrem proportional sammenhang mellem mangde vand og mangde
blod i en menneskekrop, vil en alkoholpromille vare et udtryk for mengden af alkohol i blodet.

Nedbrydning af alkohol

Nu kommer alkoholen jo ud af kroppen igen ved nedbrydning i leveren. I [Rusmidlernes biologi,
s.43] nevnes “Undtagelsen er alkohol, der metaboliseres ligefrem proportional, altsa samme
mangde pr. tidsenhed. ... Dette svarer til 8 gram ren alkohol pr. time”

Jeg vil undersgge, hvor meget alkohol manden pa 70 kg har tilbage ¢ timer efter indtagelsen af de 5 ¢l
uden yderligere indtagelse.

Da der her oplyses @ndringen af alkohol i kroppen er konstant 8 gram pr. time kan man opstille
felgende differentialligning:

y’ =k=-8
hvor y angiver m@&ngden af antal gram tilbage i blodet til tid 7. Lgsningen til ligningen er jo

y=gt)=kt+b=-8t+Db.

I vores situation har vi startbetingelsen, at der er indtaget de 5 gl, hvilket gav de 59.67 g rent
alkohol, sa g(0) = 59.67.

8(0)=-8:0+5=59.67 b =59.67 ogdermed g(r) =-8:t+ 59.67 fort > 0.
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Kompetencekommentarer til side 82

Hvilke t-verdier ger at g er nul?" er et spwgrgsmdl dannet v.hj.a.
Tankegangskompetencen. Det er vasentligt for anvendelse af

Tankegangskompetencen, at det er et anliggende af egentlig matematisk
art.

Oversattelse af tallet 7.46 til sa&tningen "sd der gar ca. de 7.5 time"
involverer igen Symbol- og formalismekompetencen.
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Ovelse 2: Forhold dig til, om det er rigtigt at alkohol nedbrydes lineart over tid og om
nedbrydningen kunne tenkes at ath@nge af andre faktore/variable end af tiden.

Du kan lade fglgende udsagn, det fgrste fra Katrine Egelund Pedersen, Molekylarbiolog,
Ph.d., og det andet fra Politiken, indga i dine overvejelser.

“Enzymers reaktion med deres substrat er oftest atha&ngig af substrat-koncentrationen,
saledes at reaktionshastigheden stiger med denne til et maksimum, hvor alle enzymer er
mettede med substrat. Det vil altsa sige at selve mgdet/bindingen mellem enzym og
substrat er h&mmende for reaktionshastigheden.

I tilfeeldet, hvor nedbrydningen er linezr ma mgdet/bindingen mellem enzym og substrat
ikke vere den begrensende faktor, men derimod nok tiden for omdannelsen af substratet
1 enzymet, som vil vere konstant.

Denne situation kan forekomme fx nar der enten er voldsomt overskud af substrat i
forhold til enzym, eller nar enzymets affinitet for substratet er voldsomt hgj, sa deres
initielle mgde ikke begraenser reaktionen.”

Betydningen af ordet “affinitet” er ifglge [DenStoreDanske] “inden for kemi to stoffers
tilbgjelighed til at reagere med hinanden” og betydningen af ordet “substrat” er “’stof,
hvis kemiske opbygning @&ndres af et enzym”.

[Politiken]: "Rigmor Zobel Ravn blev idgmt en bgde pa 20.000 kroner for at have k@bt 6
gram kokain til eget forbrug”

Ovelse 3: 1gvelse 2 er der et udsagn som skulle stamme fra en ekspert indenfor feltet
molekylerbiologi. Er det videnskabsteoretisk i orden at inddrage et sadan
udokumenteret udsagn?

7145 77

Funktionen g er jo en linezr funktion og dens
graf er tegnet til hgjre:

Det ses, at alkoholen vil vare ude af kroppen pa
den 70 kg. tunge mand efter ca. 7.5 time.

Dette kan ogsa udregnes ved at bestemme de
t-verdier, som lgser ligningen

g(n=0 i

x
10.23

;122 0.5

ﬁ ® -10.56
~59.67 |

7.5 fimg

—8t+59.67T=0&1t=

\4 sa der gar ca. de 7.5 time.

7.46
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Beskrivelsen af sammenha&ngen mellem promille og tid er det aktuelle
problem. S& det at opstille dette problem er gjort ved brug af
Problembehandlingskompetencen.

Denne formalisering af de fysiske forhold sker ved betjening af
symboler, s& her benyttes Symbol- og formalismekompetencen.

Dette er jo en bestemmelse af nogle konstanter, ud fra en definition og
en formel. S& her benyttes Symbol- og formalismekompetencen. Dog er der
en simpel brug af R:sonnementskompetencen til at ggre det let at
bestemme sammenhangen mellem promille og tid. Nemlig den, at vide, at
det er en lineer sammenh®ng og derfor at det kun er ngdvendigt at
bestemme to konstanter.

"Hvilken t-verdi ggr h50 til at vere lig med 0.5?" kunne spgrgsmalet
have lydt i1 denne situation. Betragtet pd& denne madde er det
Tankegangskompetencen der er anvendt. Men mere realistisk set er det
Symbol- og formalismekompetencen, der anvendes til at oversatte fra
problemstilling til ligning.
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Ovelse 4: Bestem ud fra de ovenstaende oplysninger, hvor lang tid der gar, fgr du efter den hurtige
indtagelse af den halve flaske rgdvin i1 gvelse 1 igen er @&dru.

Det er nu relevant at fa beskrevet sammenhangen mellem promille og tid. Promillegrensen for
bilkgrsel her i Danmark er 0.5%0 som angivet i ferdselsloven. Igen ser jeg pa situationen for

/ mand, der hurtigt har drukket 5 ¢l.

Jeg indfgrer

t: antal timer efter de 5 @l er drukket

hyp: funktionen der angiver promillen efter ¢ timer hos ma&nd med vagt 70 kg, der hurtigt
har drukket 5 gl.

p

Da vi ved, at & er en line@r funktion, er det udelukkende konstanterne a og b i regneforskriften
h7o(x) = a't + b der skal bestemmes:

b =1.42 som jo er start promillen

o= 2t _Z8IO0DTO _ 190, 54
At 1

h7o(t) =-0.190-t + 1.42 fort>0

Det grafiske billede af /7y ses til venstre, hvor
det samtidigt er muligt at aflase, at det tager ca. hi)-{019:x¢1.42220
4.8 time, inden det igen er tilladt at fgre bil.

Nu kan man sa spgrge “Jeg vejer kun 50 kg, sa
hvor langt tid gar der fgr jeg ma kgre bil?” 05

I denne situation geelder, at til tid nul opnas den
maksimale promille, som er f{50), og derfor ma
h’s regneforskrift @ndres til 48

hso(t) =-0.190-t + f(50)

og spgrgsmalet besvares ved at Igse ligningen

— |~ hso(t) = O.S%Ii> -0.190-¢ + % =05 =05 —%) /—0.190 =7.9.

Du, som vejer 50 kg, ma kgre bil igen efter ca. 7.9 time.
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Der fa&s nye og bedre informationer om virkeligheden. Det skal der sa

tages hgjde for i den model der benyttes. Det er Modelleringskompetencen

der anvendes.

Der er usikkerhed om hvad der virkelig gelder i den fysiske wverden.
Dette giver anledning til at traffe en model-beslutning. S& igen har

Modelleringskompetencen vaeret anvendt.

Her er vi ovre 1 model-verdenen, uden at forholde sig til den fysiske
verden. For at beskrive sammenhangen mellem vagt og forbrandingstid
treffes en beslutning, s& denne beslutning md& vare truffet v.hj.a.
Problembehandlingskompetencen.

Her gives et argument for at der ikke er en 100% linear sammenhang. Det
sker ved benyttelse af Resonnementskompetencen.
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Ovelse 5:  Bestem hvor lang tid der gar, for du igen ma kgre bil/har en promille under 0.5%o,
efter den hurtige indtagelse af den halve flaske rgdvin i gvelse 1.

Forbedring af modellen

Det er ikke korrekt, at man nedbryder 8 g alkohol, uaftha@ngigt af hvem man er. I
[Sundhedsstyrelsen publikation om alkohol] oplyses fglgende sammenha&ng mellem en persons
vaegt og tiden for at nedbryde en genstand. Begrebet en genstand er defineret som en alkoholisk
drik med 12 g alkohol. Som det ses, er der stor variation i tiden for nedbrydningen.

Veagt Minimum tid Maksimum tid
60 1.33 2.00
70 1.15 1.72
80 1.00 1.50
90 0.88 1.33
100 0.67 1.20

Tabel 1: Sa lang tid er du om at nedbryde en genstand, maling i kilo og timer.

Umiddelbart foreligger der ingen oplysning om, hvordan fordelingerne er i for de enkelte
vagtklasser, ligesom der ikke er oplysninger om hvor mange malinger, der er foretaget. Jeg antager,
at malingerne ikke giver anledning til at forkaste, at de stammer fra en jevnt fordelt stokastisk

A\

variabel. Derfor vil jeg tillade mig at benytte midtpunkterne i tids-intervallerne, som et udtryk for en
vardi, der presenterer nedbrydningstiden for en genstand for en person med den tilhgrende vagt.

Vegt | Nedbrydningstid
60 1.67
70 1.44
80 1.25
90 1.11
100 0.94

Tabel 2: Nedbrydningstid som intervalmidtpunkt

Jeg vil give en matematisk beskrivelse af sammenhangen mellem vegt og forbrendingstid.

Umiddelbart ses, at der ikke er en 100% linezr sammenhang, da der til ens Ar-verdier ikke er ens
Ay-verdier.

Ovelse 6: Forklar i detaljer, hvorfor der ikke er en 100% linezr sammenhang mellem vagt og
nedbrydningstid.
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Hvis disse regressioner udfgres v.hj.a. regnemaskine eller ’///,///
computerprogram, sa har Hjelpemiddelskompetencen vare benyttet.
@velse

Efter denne gennemgang af benyttede matematikkompetencer i de fgrste fem sider,

er det nu din tur. Afklar hvilke kompetencer der benyttes i indholdet af de

neste sider tekst. Du kan, evt. ved brug af en kompetence, ggre klart

— Hvad der er for en egenskab ved kompetencen der er i spil

- Hvordan det udmgnter sig her i teksten

- Evt. hvorfor det ikke er en nabo-kompetence, der burde anfgres.
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Jeg vil forsgge mig frem med forskellige modeller til beskrivelse af dataene, modeller bestemt ved
regression.

Regressionstype Forklaringsgrad, R*

Line@r regression 0.9917

Andengradsregression | 0.9981
Potensregression 0.9915

Eksponentiel regression | 0.9979

Tabel 3: forklaringsgrader

Forklaringsgraden R? til de enkelte regressioner er udtryk for hvor mange procent den enkelte
model (den linezre, den kvadratiske, den potensielle og den eksponentielle) giver mindre 1 variation
end en helt "tilfeldig” model, se [Tenk med en graf] for n&ermere forklaring.

Ovelse 7: Check om den eksponentielle models forklaringsgrad virkelig er 0.9979.

Da almindeligvis en model regnes for acceptabel, nar R* er over 0.95, og glimrende, nir R* er over
0.99, ma vi her konstatere, at alle de afprgvede modeller er glimrende til at beskrive dataene, men
evt. se [Tenk med en graf].

For at lave en grafisk kontrol tegner jeg de grafiske billeder af disse regressionerne op sammen med
dataene.

& linezr: sort
andengrad: gron
patensiel: qul

1.6 ekspanentiel: pink

;=]

S 1.4

£

c

o

>

e}

o

(V)

< 2 -1
1.0
0.81

T T T T T T T T T T

55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 105 110 115 12
veeat

Der er ikke nogle af punkterne, som afviger radikalt fra regressionskurverne. Umiddelbart ser der ud til at
vare en tendens til at dataene skal modelleres med en model der beskriver en krumning.
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Ovelse 8: Hvad er formalet med at lave en grafisk kontrol af modellerne?

(3 = -0.017" 2
¥ =-0.0179'x+2.714 ¥ = 0.000121'x+-0.037329-x+3.46686

forbraendingstid

forbraendingstid

Den linezre regression og dens Den kvadratiske regression og dens
residualer residualer

y =388205(0.986002)
11 \\
09

80 8 90 60 65 70 75 80 85 90 95 100
vagt vagt

forbraendingstid

forbraendingstid

Potensiel regression og dens Eksponentiel regression og dens
residualer residualer

Udfra de enkelte modellers residualer (afvigelse mellem data og beregnede data) kan jeg se, at der
for den line®re og den potensielle model er en krumningstendens, mens for den kvadratiske og den
eksponentielle er et mere tilfeeldigt billede. Det tyder altsa pa, at der ikke er en systematisk afvigelse
ved andengrads- og eksponentielmodellen.

Ovelse 9: Det lyder til, at der er et problem, nar en models residualer har et systematisk forlgb.
Hvad kan det besta i?

Da forklaringsgraden, R?, bade for andengrads- og eksponentiel-modellen er tzt pa én samt at disse
to tal adskiller sig meget lidt fra hinanden, ggr at jeg pa anden vis vil forsgge at afggre hvilken
model, jeg skal velge. Jeg ser pa modellernes afvigelser fra de faktiske data.
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A

vaegt .forbraendmgstid lkvadrat\sk .eksponentiel -kvadsumfaf\/jm 'kvadsumfaf\/jﬂ
=f10(vaegt) |=f11(vaegt)
60 1.67 1.66429 1.66622] 0.000606 0.000516
70 1.44 1.44886 1.44714
80 1.25 1.25771 1.25686
90 1.1 1.09086 1.09161
100 0.94 0.948286 0.948079

b K

E1 |=sum((forbrendingstid—kvadratisk)zj <

Tabel over data, vaerdier ved regression og kvadratsum
afvigelser

Her kan jeg se, at den eksponentielle regression bedst beskriver dataene. For alle vaegtene er den
eksponentielle beskrivelse taettere pa de oprindelige data end andengrads-beskrivelsen er. Dette
mgnster ses ogsa i kvadratsums afvigelserne, hvor afvigelsen for den eksponentielle model er den
mindste.

Ovelse 10: Hvad forstas ved kvadratsums afvigelserne og hvorfor er de relevante at betragte?
Derfor benytter jeg den eksponentielle model til at beskrive dataene:
f(x) =3.88-0.98600", for x € [60;100],

hvor fangiver tiden i timer for at nedbryde alkoholen i en genstand og x angiver vegten af
personen, der har indtaget genstanden.

Lad os nu se, hvad en 70 kg tung mand kan forbreende pa en time. Han tager f(70) timer for at
forbreende en genstand og en genstand indeholder 12 g alkohol, dvs. at han pa en time forbrender
12/f(70) gram = 8.29 gram, altsa lidt mere end tommelfingerreglen pa de 8 gram.

Stgrre mennesker har sandsynligvis en stgrre lever end mennesker af mindre stgrrelse. Dette
argument giver god grund til at tro, at denne beskrivelse givet ved funktionen f, der jo ath&nger af
variablen x (vagt), er en bedre beskrivelse end den forrige beskrivelse. Den forrige beskrivelse
angav jo bare at man, uafh@ngigt af vaegt, nedbrgd 8 gram alkohol pr. time.

Nu kommer det dog sandsynligvis an pa hvad man er blev stor af. Jeg tror, at hvis man er blevet stor
pga. et godt fedtlag eller har traenet sig til store muskler, sa er ens lever ikke vokset tilsvarende.
Dette er nok en af arsagerne til de bredde intervaller i tabel 1, f.eks. at vaegten 60 kg, giver en
nedbrydningstid pa 1.33 —2.00 time.
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Funktionen f er ikke pa nogen made perfekt til beskrivelsen af nedbrydningstiden, da
nedbrydningstiden ma athaenge af yderligere faktorer udover vagten. Derfor kan fikke vare andet
end en ny og bedre tommelfingerregel til beskrivelse af tiden til nedbrydningen af en genstand.

@velse 11: Ved brug af denne model, hvor lang tid gar der, inden du har en promille pa 0.5%o efter
indtagelse af den halve flaske vin i gvelse 1?

Indtagelse og nedbrydelse af andre rusmidler end alkohol

Som vi hgrte i [Rusmidlernes biologi] athenger nedbrydningen af rusmidlet af dets
koncentrationen i blodet, som jo er ligefrem proportionalt med den m@ngde der er indtaget (antaget
forgaet i Igbet af et kort tidsrum). Nedbrydelsen af rusmidler foregar ved enzym binding og som
indikeret i gvelse 1, sa foregar nedbrydelsen oftest ligefrem proportionalt med koncentrationen af
rusmidlet.

Det har desuden ved malinger vist sig, at for alle rusmidler (undtaget alkohol) kan sammenhangen
mellem mangden af rusmiddel i kroppen og stgrrelsen af nedbrydelsen altsa endringen i mengden
beskrives ved en ligefrem proportionalitet. Matematisk kan det udtrykkes

Y =ky

hvor y(f) angiver mangden af rusmidlet i kroppen til tid # og hvor & er en negativ konstant.
Lgsningen til denne differentialligning er

y(t) = ce!

hvor ¢ er en konstant. Sa nedbrydningen af rusmidler foregar meengdemessigt eksponentielt i
forhold til tid. Angéende indtagelse og nedbrydning galder der de samme overordnede forhold ved
medicin som ved disse andre rusmidler.

Ovelse 12: Check at y(¢) er Igsning til differentialligningen.

/Endring af ferdselsloven

Der er mange forskellige rusmidler. Her skal bare naevnes nogle fa: hash, heroin, kokain, fantasy.
Disse stoffer nedbrydes med forskellige hastigheder og da stofferne har forskellige virkninger
indtages de 1 meget forskellige mangder.

Ifglge feerdselsloven ma man ikke vaere pavirket af rusmidler sa ”at man er ude af stand til at fgre
kgretgjet pa fuldt betryggende made”. 12007 kom der er &ndring til feerdselsloven med en sakaldt
“nul-grense”. Nul-grensen betyder, at det er strafbart at kgre bil med bare den mindste smule af
ulovligt stof i blodet, altsa en greense pa nul milligram. Nar stof nu nedbrydes eksponentiel i
leveren, vil man teoretisk set aldrig blive helt af med rusmidlet igen, da der ifglge modellen altid vil
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vare noget tilbage i kroppen. Det kan selvfglgelig ikke vaere hensigten med nul-grensen, at de
personer som fgrst én gang har faet rusmiddel i kroppen aldrig mere kan komme til at fgre et
koretgj.

Ovelse 13: Hvorfor vil der for altid ifglge modellen vaere rusmiddel tilbage i kroppen? Er
modellen realistisk pa dette punkt?

Uden at jeg skal ggre mig klog pa det, vil jeg mene, at de malemetoder man anvender, altid vil have
en fejlmargin. Sa nar man tager hgjde for fejlmarginen, vil der vere en nedre male-graense, neden
for hvilken man ikke kan garantere, at den sande verdi ikke er nul gram stof 1 kroppen.

Ovelse 14: Kan man som opgaveskriver, tillade sig ikke at have konkret information om et emne
og alligevel lade det indga i beskrivelsen?

Her vil jeg kun betragte rusmidlet hash. I hash er det stoffet THC, som giver rusen. THC nedbrydes
med en halveringstid pa 2 til 5 dggn i leveren.

Case: En person optager 25 mg THC i blodet ved hashrygning.

Fra [Rusmidlernes biologi]: "Ryger en person, for at opna maksimal ruspavirkning, 1 g hash
indeholdende 5% THC, er der 50 mg THC til radighed. Ved rygning optages kun halvdelen, altsa
25 mg i blodet, resten gdeleegges ved pyrolyse, udandes eller bliver tilbage i piben. Nar hjernen har
optaget ca. 1% svarende til 0,25 mg, vil personen vare maximalt ruspavirket og derfor ophgre med
stofindtagelsen”.

Lad mig i fgrste omgang antage, at for en bestemt person har THC en halveringstid pa 4 dggn.
Desuden lad mig antage, at de malemetoder der benyttes i forhold til THC, ikke med sikkerhed kan
give en maleverdi pa under 2 mg i kroppen. Det sikre, at man ikke kan blive taget i ulovlig kgrsel
pga. indtagelse af hash, nar man har under 2 mg THC tilbage i kroppen.

Det fgrste jeg vil undersgge er, hvor lang tid der gar, inden der er under 2 mg THC tilbage i kroppen. Fgrst
bestemmes funktionen, som beskriver maengden i milligram af tilbagevaerende THC i kroppen t timer efter
indtagelse. Fra fgr vides, at der kan beskrives ved en aftagende eksponentiel funktion. Jeg ved, at T, =4
ddgn og der gaelder at Ty, = log(%)/log(e¥), hvor k er en konstant, der udtrykker den aktuelle nedbrydnings
hastighed. Det er nu muligt at bestemme konstanten k ud fra denne ligning

_ log(s) _ In() _InCs) _

_ _ _In(¥) _
log(e*) In(e*) & T,

=-0.17328

Y2
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Konstanten ¢ skal ogsa #4017

bestemmes. Den angiver
mangden af stof 1 kroppen til tid
nul. Da der er optaget 25 mg 1
kroppen, ma ¢ = 25. Sa
forskriften for funktionen er

k(x)={25-e'°'173‘§x20

k() = 25-¢ 177 for 1> 0.

usihkerhedsgranse 2.0 mg

26.33

Det grafiske billede af o ! 14.6 dogn
funktionen k ses til hgjre. Ud fra ® ==
dette kan jeg se, at fgrst efter 14

-15 dggn er det igen muligt at

kegre bil, uden at blive taget i

ulovlig kgrsel pga. hashrygning.

Jeg kunne selvfglgelig ogsa have lgst ligningen k() = 2:

2 _ In(2/25)

257017 =0 o e = = 0.17328 -t =In(2/25) & ¢ =14.58 dggn.
25 —0.17328

Det er umiddelbart lang tid, man ikke ma kgre bil, men den vurdering athaenger selvfglgelig af ens
kgrselsbehov.

Ovelse 15: Forstil dig, at der er blevet udviklet en ny og mere pracis malemetode med en
usikkerhedsgreense pa kun 1 mg rusmiddel i kroppen. Hvor lang tid skal man undga at
kgre bil, for ikke at blive taget i ulovlig kgrsel?

Lad mig nu betragte de to ydre grenser for halveringskonstanten for nedbrydningstiden af THC,
nemlig 77, = 2 dggn og T, = 5 dggn. For disse vil jeg gerne angive den tilhgrende tidsgrense for
kgrsel.

Ved benyttelse af samme fremgangsmetode som for 7, = 4, fas fglgende

k=-0.346573 k=-0.138629

k(t) — 256_0'346573t k(t) — 25e—0.138629t

Under 2 mg: 7.29 dage | Under 2 mg: 18.22 dage
Tabel 4: under 2 mg THC.
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Det ses, at der gar fra 7 til 18 dage, fgr THC en er ude af kroppen i tilstraeekkelig grad, til at undga at
blive dgmt pa nulgreensen. Da du sandsynligvis ikke kender din personlige halveringstid for
nedbrydning af THC 1 din krop, er én lgsning, altid at vente 18 dage fra indtagelse af 25 mg THC til
du igen stter dig bag rattet.

Fra [Rusmidlernes biologi]: ”Nar hash indtages ved rygning, passerer det aktive stof hurtigt fra den
indandede rgg via lungerne over i blodet. I Igbet af minutter stiger koncentrationen af THC i blodet
til mellem 100 og 500 nanogram (ng) pr. ml blod. Da THC som navnt er fedtoplgseligt, kan det
ikke i fri form blande sig med blodets vandfase. Det bindes derfor til nogle proteinstoffer i blodet,
der er vandoplgselige, og transporteres pa denne made rundt i organismen. Efter ca. 4 timer er
koncentrationen af THC i blodet faldet til nogle fa ng. pr. ml blod. Dette er ikke udtryk for en
metabolisering af THC, men skyldes en deponering i kroppens fedtvaev og organer som hjerte,
lunger, milt, brystkirtler og moderkage”.

Da koncentrationen i blodet er faldet til et sa lavt niveau, vil der ikke komme meget nyt THC til
hjernen. Derfor vil man muligvis ikke vedblive med at vare ruspavirket i det antal dage som
regnestykket viser, men ikke desto mindre er der altsa mindst de 2 mg tilbage i kroppen i det
angivne antal dage.

Konklusion

Nedbrydningsevnen af alkohol afh@nger af personens vagt, tiden siden indtagelsen af alkoholen og
andre personlige forhold. For den enkelte person er der en line@r sammenh@&ng mellem
alkoholpromillen og tid siden indtagelsen af alkoholen. For at bestemme tiden indtil promillen igen
er under 0.5%o0, benyt som tommelfingerregel at fglgende udtryk

(antal genstande — (0.5/1000-0.60-x-1000)/12)-f(x) = (antal genstande — 0.025-x)-f(x)

angiver tiden malt i timer, inden alkoholpromillen er under 0.5%o, hvor f er funktionen fra afsnittet
om den forbedrede model og hvor x angiver personens vagt i kilo.

Nedbrydningsevnen af andre rusmidler ath@nger af tiden og andre personlige forhold. For den
enkelte er der en eksponentiel sammenhang mellem mangden af stof tilbage 1 kroppen og tiden der
er gaet siden indtagelsen af stoffet. Men der er store personlige forskelle pa hvor hurtigt
nedbrydelsen foregar, se tabel 4. Derfor, for at undga at blive tage i ulovlig kgrsel pga.
rusmiddelindtagelse, vaer klar over at det tager rigtigt lang tid, op til 20 dage, for niveauet af
rusmiddel i kroppen er under en given male-usikkerhedsgranse.

En forskel pa de klasser af rusmidler, alkohol og andet rusmiddel, er at der typisk gar der vasentligt
leengere tid for nedbrydningen af disse andre rusmidler end der ggr for alkohol. Nedbrydelse af
alkohol regnes i timer, mens nedbrydelse af disse andre rusmidler typisk regnes i dggn.

Ovelse 16: Argumentér for korrektheden af udtrykket, der angiver antal timer inden
alkoholpromillen igen er under 0.5%eo.
Tegn grafer for faste antal genstande (3 genstande og 7 genstande), for hvor lang tid
det tager inden alkoholpromillen er under de 0.5%o og afles dine egne tidsgranser for
sikker kgrsel.

Ovelse 17: Er der beleg for alle delene af konklusionen eller er der nogle som er for let kgbt?
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Opgaver

1.

Identificer abstraktioner i dette skrift og beskriv dem ved uformelt at angive startomrade,
slutomrade og hvor i abstraktionen bestar — altsa angive det informationstab den skaber.
Beskriv pa denne made mindst 4 abstraktioner.

Eksempel pa en abstraktion.

Lad mig give den et navn: trekant.

Startomrade: figurer der minder om “en trekant”, altsd noget med tre sider, maske det ogsa
har en lille fjerde side, hvor siderne har en tendens til at vere rette linjestykker og muligvis
ogsa noget andet.

Slutomrade: mengden af punktmangder, der er indesluttet af tre rette linjestykker. Hvert
linjestykke skal i hvert af dets endepunkter vaere sammenhangende med et af de andre to
linjestykker.

Abstraktionen: Fjerne alt overflgdigt, sa som at sider ikke er helt rette, sa som en ekstra
lille, lille side, sa som at det indgar i en hel andet overordnet struktur.

Undersgg om abstraktionerne i opgave 1 kan give arsag til begra@nsninger i konklusioner.
Med andre ord, find om muligt, steder hvor abstraktionerne er for grove til at give en
korrekt relevant beskrivelse af situationen den benyttes i.

Giv eksempler pa at der i skriftet anvendes matematisk sprog til at formulere
problemstillinger. Herunder kan du f.eks. anvise, hvor der benyttes symboler for
variabelstgrrelser, overs@ttelse frem og tilbage mellem naturligt sprog og symbolholdigt
sprog og undersgge om der skjulte variable pa spil i nogle sammenhange.

Identificer fra dette skrift brug af den aksiomatiske-deduktive metode. Det behgver ikke at
vare strengt matematiske brug af den aksiomatiske-deduktive metode. F.eks.: "Mit navn er
Jakob (definition). Hvis du hedder det samme som mig, sa har vi ens navne (aksiom). Du
hedder det samme som mig. Derfor hedder du Jakob.”
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Elementaer videnskabsteori? There ain’t no such thing

Af Jgrgen Ebbesen
Det gennemgaende spgrgsmal i matematiks videnskabsteori er: "Hvad er matematik?”

Spgrgsmalet viser sig langt svaerere at svare pa, end man umiddelbart skulle tro. Det lette svar:
”Matematik er det, som matematikere beskaftiger sig med” er ikke sa dumt og naivt, som det lyder,
men udlgser automatisk spgrgsmalet: "Hvad er en matematiker sa?”

Sagen er, at matematik er mange ting. I virkeligheden kan spgrgsmalet slet ikke besvares, for svaret
ath@nger af den synsvinkel, man anlegger. Det er smadderirriterende, hvis man er opdraget inden
for faget matematiks tradition, hvor de spgrgsmal, vi stiller, har klare og entydige svar.

Matematik er en menneskelig aktivitet, eller rettere mange forskellige aktiviteter. Det er blandt
andet et videnskabsfag med et hav af discipliner i rivende udvikling. Den tid er for l&engst overstaet,
hvor et enkelt menneske kunne s&tte sig bare overfladisk ind i hele faget.

Matematik er en del af vores kulturarv. Historisk set har matematik og filosofi varet tet knyttet til
hinanden. Forbindelsen er ikke l&engere sa intim, som den har varet, men filosoffer fra Platon over
Déscartes til Bertrand Russel har betjent sig af matematik som inspiration og eksempel.

Matematik er en del af almindelige menneskers hverdag, en del af det sprog som vi beskriver og
forstar verden med. Videnskabelige undersggelser viser i gvrigt, at den matematik, almindelige
mennesker betjener sig af, adskiller sig fra den, de lerte i skolen.

Matematik er ogsa et undervisningsfag pa mange niveauer. Matematik er fx et gymnasiefag, som
beskrevet i l&replanen. Men lareplanen rummer ikke hele sandheden, for der findes en matematisk
tradition, som ikke er styret af de kanoniske skrifter, men videreformidles i det kollegiale samver i
frikvarter, pa kurser, til eksamen. Et typisk indslag ved censorfrokosten, hvor censor og
eksaminator har fglt sig frem til hinanden i Igbet af de fgrste eksaminationer, er en rysten pa
hovedet over de nyeste regler.

Det, at der er forskellige mulige angrebsvinkler, indebzarer, at den vinkel, man valger, automatisk
afspejler, hvad man synes, at matematik bgr vere. Filosofisk er de to spgrgsmal, hvad matematik er,
og hvad matematik bgr vare, principielt uathangige, sa vi er ude i noget snavs, men i praksis er
spgrgsmalene uadskillelige.

Nar nu matematik er mange forskellige, men alligevel beslegtede fenomener, hvordan skal man sa
angribe spgrgsmalet? Jeg vil med denne artikel argumentere for, at der er naturligt at anlegge et
gymnasieperspektiv.

Et af de faglige mal i AT er ifglge leereplanen fra august 2010, at eleverne skal kunne

demonstrere indsigt i videnskabelig tankegang og gore sig elementcere videnskabsteoretiske
overvejelser i forhold til den konkrete sag.
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At ordet elementcer benyttes i forbindelse med videnskabsteoretiske overvejelser kan umiddelbart
virke ejendommeligt. Det er vist ikke nogen hemmelighed, at den videnskabsteoretiske side af AT
for mange elever (og lerere) har virket paklistret og rituel. Vi tramper lidt rundt i den
hermeneutiske cirkel, nar vi har last en tekst, og den hypotetisk-deduktive metode i de natur-
videnskabelige fag, hvor teorier bekreftes eksperimentelt, men ingen viden er eviggyldig, fordi den
pr. definition er falsificerbar. Og inden for samfundsvidenskab har vi kvantitative, kvalitative og
komparative metoder. Til glede for hvem?

Men der er et alternativ. Vi kunne i stedet for tage udgangspunkt i gymnasiefagene. Alene af den
grund, at det er de fag, som eleverne kender. Jeg ggr mig med andre ord til talsmand for, at vi
skifter perspektiv og ser pa noget, man kunne kalde gymnasiefagenes teori. Eftersom udtrykket ele-
mentcer videnskabsteori fra starten er indholdstomt, kan vi definere os ud af problemerne og valge
et indhold, som er meningsfyldt for de involverede lerere og elever. Det er godt nok at stramme
den, for videnskabsteori er og bliver det ikke. Men taktikken ligger ikke sa langt fra den noget
pragmatiske udlegning af lereplanens ord, som de to AT-fagkonsulenter har gjort sig til talsmand
for.

Lad os for matematiks vedkommende lege lidt med tanken om, at vi har frit valg pa alle hylder. Der
er en handfuld spgrgsmal, der optager mig som larer:

e Hvad er matematik?

e Hvad ggr matematik til noget saerligt?
® Hvad skal eleverne l@re 1 matematik og hvorfor?
e Hvad vil det sige at vere god til matematik?

e Hvordan leerer man matematik, og hvorfor er det sa sveert?

Disse spgrgsmal burde for mig at se vaere de centrale i gymnasiefagets teori. Leeg merke til, at de to
fgrste spgrgsmal er videnskabsteoretiske, men at svarene ma forholde sig til gymnasiefaget, hvis det
skal give mening for eleverne. De sidste tre spgrgsmal er snarere fagdidaktiske. Men spgrgsmal,
som jeg anser for vigtige at diskutere med eleverne. Som maske kan hjelpe nogle af dem til at
knazkke nogle koder.

Indholdet skal ikke opfindes fra bunden. Der findes masser af brugbart fagdidaktisk savel som
videnskabsteoretisk materiale. Men der skal vaelges ud og oversattes (fortrinsvis) fra engelsk. Og sa
ma vi ikke glemme den enorme praktiske viden, der er til stede hos underviserne i gymnasiet. Den
skal aktiveres, sa dagsordenen ikke settes af didaktikere med baggrund i undervisning pa andre
niveauer og traditioner.

Jeg vil ganske kort uddybe punkterne fra for.

e Hvad er matematik?
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e Hvad ggr matematik til noget saerligt?

Jeg er fra en tid, hvor svaret var enkelt: det er s®tninger og beviser. Og der var én metode — den
aksiomatisk-deduktive, som er helt speciel for matematik. Inderst inde mener jeg det stadig, og det
er en vaesentlig del af svaret pa, hvad videnskabsfaget matematik er. Men hvor meget aksiomatisk-
deduktiv metode bruger vi egentlig i gymnasiet? De fleste beviser er hamrende trivielle (for os),
eleverne forstar ikke, hvad de ggr godt for, og vi er glade, hvis eleverne bare kan bruge resultaterne
(jeg kan naturligvis kun tale for mig selv). Bevisarbejdet kulminerer i forbindelse med
differentialregningen, hvor vi til gengald bygger pa et uklart greenseverdibegreb, hvilket udhuler
beviserne noget.

Hvis jeg skal forsgge at indfange det, vi rent faktisk ggr i forbindelse med bevisgennemgangen, ma
det blive, at vi ud fra forholdsvis pracise definitioner og/eller givne forudsatninger (som ikke kan
problematiseres!) vha. logikkens love opnar sikre resultater. Sproget (diskursen) i matematiktimerne
adskiller sig markant fra hverdagssproget, de unge betjener sig af, ved sit krav til stringens: vi slgser
alle med hverdagssproget, og alligevel forstar vi hinanden nogenlunde. Men selv mindre ungjagtig-
heder i den matematiske argumentation ggr denne ubrugelig.

Beviser spiller under alle omstandigheder en mindre fremtraedende rolle i undervisningen end
tidligere. Det henger blandt andet sammen med et skift i matematiksynet fra det produktorienterede
til det procesorienterede. Baggrunden for skiftet er en kritik af den traditionelle matematik-
undervisning, hvor matematikken blev presenteret som en r&ekke eviggyldige resultater, der fglger
logisk af nogle ganske fa forudsatninger. Ifglge kritikken giver dette et falsk billede af, hvad
matematik er. Fordi matematikkens s@tninger er slutproduktet af en lang proces, hvor matematikere
har undersggt hypoteser, som de har forkastet helt eller delvis. Pa denne baggrund har de formuleret
nye hypoteser, som de har forkastet helt eller delvis osv. Det er processen frem til resultaterne, der
er matematik. Og resultaterne er ikke sa eviggyldige, som vi gerne vil give det indtryk af. Ikonet for
dette skift er Imre Lakatos, hvis Proofs and Refutations (pa dansk Beviser og gendrivelser) har
opnaet kultstatus. Et &ndret syn pa, hvad det vil sige at leere (nemlig at eleven konstruerer sin viden
selv) er medvirkende arsag til procesorienteringen. Laereplanens krav om eksperimentel matematik
er en naturlig konsekvens af skiftet (og IT-varktgj, der gor det lettere at eksperimentere).

Skal eleverne slet ikke vide, at matematikken bygger pa den aksiomatisk-deduktive metode? Jo,
selvfglgelig skal de da det. Men som undervisere er vi ngdt til at forholde os til, at vi ikke benytter
den til daglig i gymnasiet. Der er ngdt til at veere overensstemmelse mellem det, vi forteller ele-
verne er matematik (pa gymnasieniveau forstas!), og det, vi rent faktisk bruger tiden pa i matema-
tikundervisningen. Kompetenceblomsten nedenfor kan hjelpe med at sette ord pa, hvad det er.
Laseren kan som en lille gvelse tegne en blomst, hvor kronbladenes stgrrelse afspejler, hvor stor
vagt, der legges pa kompetencerne i undervisningen.

Som jeg ser det, er der sket en drastisk @ndring i blomsten i Igbet af de 30 ar, jeg har undervist i
gymnasiet. [ starten var modellerings- og hjelpemiddelbladet nermest ikke-eksisterende. Nu er de
altdominerende. Og vi bruger meget tid pa en heroisk kamp med symbol- og formalismebladet, hvis
vi da ikke resignerer og benytter CAS.
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Denne prioritering skal indtankes i vores beskrivelse af gymnasiefaget med en vagt, der modsvarer
kronbladenes stgrrelse. Matematisk modellering er blevet den centrale matematiske metode i
gymnasiesammenhang.

At sporge og svare i,
med, om matematik

At omgis sprog og
redskaber i matematik

Tankegangs- i Repraesenta-
kompetence | tionskomp.
‘ —
Problem- - : = .~ Symbol- og
behandlings- i I/ Z formalisme-
kompetence : Y : kompetence
Modellerings- = ! Kommunika-
kompetence : SE e - tionskomp.
[~ Reesonne- ¢ | Hjmlpemid-
mentskomp. | delkompetence
// \M%%M

Selv om jeg mener, at vi skal tage udgangspunkt i gymnasiefaget, skal vi ikke vare blinde for, at
der findes en verden uden for Verona. Den historiske dimension skal med: Hvor kommer
matematikken fra, hvordan er den opstaet, hvordan har den udviklet sig, og har synet pa, hvad
matematik er, altid veeret det samme? Glemmer vi vores historie, risikerer vi at miste vores
identitet.

e Hvad skal eleverne lere i matematik og hvorfor?

Matematisk modellering og den forngdne symbol- og formalismekompetence er centrale.
Demokratiargumentet er en vigtig del af argumentationen: en vis indsigt i modellering er en
ngdvendig forudsatning for at eleverne skal kunne agere som selvstendige, ansvarlige sam-
fundsborgere. Om og hvordan vi indfrier dette mal, er et interessant spgrgsmal.

e Hvad vil det sige at veere god til matematik?

106



Milet er vist nok at skabe matematisk kompetente elever. I Kompetencerapporten fra 2002
defineres matematisk kompetence

Matematisk kompetence bestar i at have viden om, at forsta, udgve, anvende, og kunne tage stilling
til matematik og matematikvirksomhed i en mangfoldighed af sammenheenge, hvori matematik
indgar eller kan komme til at indga. Dette implicerer naturligvis en mangfoldighed af konkret viden
0g konkrete feerdigheder inden for diverse matematiske omrader, men matematisk kompetence kan
ikke, jf. det foregaende, reduceres til disse forudscetninger. (p. 44)

Matematisk kompetence kan ifglge rapporten analytisk deles op i1 delkompetencerne i kompetence-
blomsten. Det er svart at indvende noget mod, at eleverne skal vere kompetente. Men jeg ser
alligevel en uheldig nedprioritering af den @stetiske side af matematikken til fordel for den mere
nyttebetonede. Tidligere eksisterede en klippefast tro pa, at matematik havde en formaldannende
virkning, dvs. at den logiske tenkning, vi tr&nede i matematikundervisningen, kunne overfgres til
andre omrader. Det blev aldrig pavist, at denne overfgrsel rent faktisk fandt sted. Derimod viser
talrige undersggelser, at leering er situeret, dvs. at den viden man opnar i en bestemt sammenhang,
fx 1 matematiktimerne i skolen kun vanskeligt lader sig aktivere i andre sammenh@nge. En af de
store padagogiske udfordringer bestar i at skabe en undervisning, der muligggr transfer. Man
kunne forstille sig, at det kunne lette arbejdet med modeller pa et senere tidspunkt i uddannelses-
forlgbet, hvis eleverne arbejdede med hele modelleringsprocessen (og ikke bare den matematik-
interne del) 1 gymnasiet. Men der er ingen garanti for, at det sker. Og ingen empiri, der kan af- eller
bekrafte formodningen.

e Hvordan leerer man matematik, og hvorfor er det sa sveert?

Der findes n&ppe nogen kongevej til matematikken ;) Hvis der gjorde, skulle man tro, at den for
leengst var fundet. Der findes til gengeld en omfattende litteratur om matematiklaringsvanskelig-
heder. Noget af den kunne maske hjelpe de elever, der slas med problemerne. Og naturligvis ogsa
de lerere, der skal planlegge undervisningen, sa vanskelighederne imgdegas.

Jeg vil i den forbindelse fremhave den franske matematikdidaktiker Guy Brousseaus for begrebet
Den didaktiske kontrakt til beskrivelse af en af hindringerne for, at leering finder sted:

Det er ikke sjovt at vaere i en situation, man ikke kan overskue, og hvor ens lgsningsstrategier ikke
slar til. Men det er den situation, vi bevidst anbringer eleverne i — det er nermest en forudsatning
for lering. Som Guy Brousseau bemerker, er det betingelser, som vi ikke ville byde voksne.
Formalet med den stiltiende didaktiske kontrakt er at skabe den tryghed, der skal til i situationen.
Kontraktbetingelserne er:

e Eleverne ggr deres bedste

e Lareren giver eleverne de forngdne elementer til at situationen far en lykkelig udgang

Eleverne skal selv konstruere viden ud fra elementerne, men med mindre de forelagte problemer er
trivielle, vil de vaere ngdt til at indhente yderligere oplysninger fra lereren. Og det er her, man skal
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vaere forsigtig. For hvis lereren s@tter elementerne sammen, er det ham/hende, der konstruerer, og
ikke eleverne. De bliver passive tilskuere i stedet og lerer intet. Problemet er, at det af mange
grunde kan vere fristende at hjelpe eleverne mere, end godt er og for tidligt. Maske yder dette
ultrakorte referat ikke Guy Brousseau retfardighed, men der er virkelig noget at komme efter. Og
jeg er endnu mere uretferdig over for alle de didaktikere, der har skrevet spandende artikler om
emnet, som jeg ikke na@vner.

Jeg er af den faste overbevisning, at bade elever og laerere kan have glaeede af en gymnasiefagets
teori som skitseret ovenfor. Maske kan teorien lige frem give undervisningen et 1gft.
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Den rette linje som rgd trad
Af Jgrgen Ebbesen
- En videnskabsteoretisk vinkel pa den rette linje

1. m skulle som noget af det fgrste — af hensyn til nv, hvor de udfgrer smaforsgg, hvor
resultatbehandlingen tit bestar i at tegne en (regressions)linje — se pa lineare sammenhznge.

Efter det seedvanlige kaos med nye navne, udlevering af bgger og spgrgsmal om lommeregnere
holdt vi 5 minutters pause. Lereren kastede herefter spgrgsmalet ud til forsamlingen:

Hvad er en ret linje?

Det gik som forventet hjemmefra: der kom en streg pa tavlen, som blev kasseret som ret linje, fordi
den ikke er helt lige og fordi den ikke fortsatte uendeligt langt. Pa den anden side er der
overhovedet noget i1 virkeligheden, der er uendeligt langt? Men hvis den rette linje ikke er ude 1
virkeligheden, hvor er den sa? Inde i vores hoveder? Hvordan kan vi vere sikre pa, at der er det
samme inde i vores hoveder? (det kan vi heller ikke). Vi kan snakke om tingene og se, om vi forstar
hinanden. Men sa let det er at misforsta, hvad hinanden siger i almindelighed, er det svert at forsta,
hvorfor vi tilsyneladende forstar det samme eller i hvert fald kan tale om rette linjer.

Det var deres fgrste matematiktime i gymnasiet, og spgrgsmalet om den rette linje var en naturlig
indledning til repetition af det, de har lert i grundskolen. Men leeg meerke til, at de spgrgsmal, der
rejste sig den forbindelse alle har et videnskabsteoretisk potentiale

Forestillingen om den rette linje som en idealisering af virkelighedens tegnede linjer kunne fgre os
direkte ind i Platons ideverden. Den fysiske verden er ifglge Platon en discountudgave af ideernes
verden. Den konkrete levende hest, som man kan se, lugte, hgre og rgre ved, vil, uanset hvor glad
man er for dyret have nogle smafejl, sa den ikke er den perfekte hest. Om ikke andet vil den @ldes
for til sidst at dg. I mods@tning hertil findes idealhesten 1 ideernes verden. Den er fejlfri og uforan-
derlig.

Platons hulelignelse (googles let) kan inddrages, hvis man har lyst til at forfglge dette spor.
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For Platon var der en enkel made at komme i kontakt med ideernes verden pa. Platon troede pa
reinkarnation, sa sjelen havde varet i ideverdenen i en tidligere tilverelse og skulle bare have
hjulpet hukommelsen lidt pa gled.

I Platons dialog Menon (dansk overseattelse tilgeengelig pa nettet) hjelper Sokrates Menons slave
med at fa genopfrisket hukommelsen, sd man kan se, hvordan metoden fungerer i praksis. Man
kunne bede eleverne om at laese teksten og formulere den matematiske argumentation i den pa
moderne dansk. De kunne ogsa se pa Sokrates’ leererrolle (han legger ordene i munden pa slaven).

Men fra et nutidigt synspunkt er sjelevandring ikke nogen acceptabel videnskabsteoretisk for-
klaring. Vi star med narmest uoverstigeligt vanskelige problemer som matematikere: der findes
ingen rette linjer i den fysiske verden. Men hvor er de rette linjer sa henne? Og hvordan kan vi vide
noget om dem? Det kraever, at vi pa en eller anden made kan komme i kontakt med dem. Det ggr
man som regel ved hjalp af sine sanser, men rette linjer kan ikke markes, ses, hgres eller smages.

En pudsig detalje var, at den elev, der skulle tegne en linje startede med at tegne et koordinatsystem,
selv om han faktisk kun var blevet bedt om at tegne en linje. Koordinatsystemet er en relativ ny
opfindelse, som normalt tilskrives René Descartes (1596-1650). I sin La Géométrie fra 1637 be-
skrev han blandt andet linjer og cirkler vha. ligninger og forenede dermed de to matematiske
discipliner geometri og aritmetik efter cirka 2000 ars adskillelse. Pierre de Fermat (1601-1665)
havde faktisk beskrevet det, vi i dag kalder analytisk geometri, aret for, men hans markedsfgring var
darligere end Descartes’, sa Descartes er lgbet med @ren. Ogsa for koordinatsystemet, selv om han
ikke tegnede noget i sin geometri, som ellers indeholder mange figurer.

Sa identifikationen af linjen med dens ligning er langt fra en selvfglge. Ikke desto mindre kom den
pa banen meget tidligt i diskussionen i 1.m. Man kunne bede eleverne om at skrive et projekt om
emnet. Det overlades til leeseren at formulere projektopgaven, men spgrgsmalene: “Hvor kommer
linjens ligning fra? Og hvorfor blev den indfgrt sa sent, nar matematikere har arbejdet systematisk
med geometri siden Euklid?” ligger lige til hgjrebenet.

Og den rette linjes videnskabsteoretiske potentiale er langt fra udtgmt med ovenstaende forslag.
Pointen er, at vi som matematiklarere ikke behgver at vride vore hjerner for at finde pa serlige
forlgb med hovedvagten pa videnskabsteorien. Konsekvensen af den strategi risikerer meget let at
blive, at videnskabsteorien bliver noget, vi tager frem ved festlige lejligheder, og ellers ggr vi som
plejer. Hvorfor ikke plukke de lavth@&ngende frugter 1 stedet? Med den sidegevinst at det
videnskabsteoretiske perspektiv pa matematikken bliver integreret i faget snarere end isoleret?

I 1.m var der tale om en klasserumsdiskussion. Som en service til de lesere, der foretrekker andre
undervisningsformer, er indholdet af diskussionen formuleret som en opgave nedenfor.

Spgrgsmalene e) - i) er formuleret med henblik pa at diskutere Euklid. Endnu et eksempel pa en
lavth&ngende videnskabsteoretisk frugt, som vi mgder i den daglige undervisning.
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Opgave

Svar for hvert af delspgrgsmalene nedenfor pa spgrgsmalene: er dette en ret linje? Hvad er der galt,
hvis det ikke er det?

a)

b)

c)
10+
8_
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d y=x-2
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Vealg selv to punkter A og B i planen. Og svar pa, om der beskrives rette linjer nedenfor. Illustrér
din besvarelse med en figur!

e) Linjestykket AB
f) Linjen gennem A og B
g) Midtnormalen til linjestykket AB
h) Alle de punkter, der har samme afstand til punkterne A og B
Vealg et punkt C og en linje [ i planen. Og svar pa, om beskrivelsen nedenfor giver mening.
i) Linjen gennem punktet C parallel med linjen [.
Kan man tegne en ret linje? Begrund svaret!

Laeg merke til, at spgrgsmal i) leegger op til en diskussion af parallelaksiomet Skulle man have lyst
til at fortsette ad det spor, peger det frem mod den ikke-euklidiske geometri.

Med fremkomsten af alternative geometrier @ndrer aksiomsystemet karakter fra at vaere deskriptivt
(det beskriver den “naturlige” geometri) til at veere.. @h, til at veere hvad? Vi havner lige lukt i
grundlagskrisen og dens forskellige bud pa, hvad matematik er. Fx formalismens synspunkt
formuleret af Hilbert, at punkter, linjer og planer lige sa godt kunne vare stole, borde og glkrus! Og
logicismens synspunkt, at matematiske teoremer er logiske tautologier. Begge positioner har den
fordel, at de unddrager sig det prekare spgrgsmal, hvad matematik handler om. Formalismens svar
er: “ingenting” og logicismens svar er: “matematik er logik”. Eleverne kan finde en masse materiale
pa om de forskellige grundlagsskoler pa nettet. Oven i kgbet pa dansk. Og fra rimeligt troverdige
og udfgrlige kilder.

Eleverne kunne ogsa se pa den for tiden forketrede matematiske platonisme (matematikkens
objekter er abstraktioner, de eksisterer i en eller anden forstand, og matematiske s@tninger handler
om disse objekters egenskaber). Det er godt nok en position, som har filosofiske
forklaringsproblemer, men som til gengald giver en god beskrivelse af, hvordan matematik
opleves.

Vi er nu i den mere hgjpandede ende af videnskabsteorien, som man nok kun skal begive sig ud i
med serligt interesserede elever. Den slags elever, som har lyst til erkendelsesmassige
udfordringer, har vi jo trods alt ogsa. Hvis man vil give disse elever lov til at prgve krafter med de
tunge spgrgsmal, kan man orkestrere et videnskabsteoretisk projektarbejde, hvor eleverne selv vel-
ger ambitionsniveauet. Som tidligere anfgrt, kan man sagtens finde jordnare emner, sa mindre
ambitigse elever kan finde meningsfuld og maske endda AT-relevant beskaftigelse.
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Matematikfagets metoder i AT-perspektiv
Af Jorgen Ebbesen

Nedenstaende artikel blev skrevet med den gamle leereplan for AT som ledetrad. Vi har i mellem-
tiden faet nye leereplaner i hele gymnasiets fagraekke august 2010. Indledningen er derfor delvis
foraeldet, men artiklens hovedpointe — at det er de konkrete matematiske metoder, som anvendes pa
sagen, som er centrale ved AT-eksamen — stadig aktuel. Faktisk er den n&rmest blevet kanoniseret
med bekendtggrelses@ndringerne.

Jeg har valgt at beholde den oprindelige indledning og tilfgjet de nye formuleringer i parentes. Dels
galder den gamle lereplan endnu for et par argange. Dels er det interessant at fglge udviklingen i
AT iretning af det mere meningsfyldte.

Ifglge lereplanen for AT skal synopsen, som er udgangspunkt for den mundtlige eksamen, “inde-
holde en diskussion af, hvilke materialer, teorier og metoder der er relevante i arbejdet med
problemstillingerne (hvilke materialer, metoder og der er relevante i arbejdet med underspgrgs-
malene)”.

Ved karakterfastsattelsen vurderes i hvilket omfang, eleven indfrier de faglige mal. Et af disse er at
“anvende indsigt i elementcer videnskabsteori og videnskabelige reesonnementer til at formulere
og reflektere over problemstillinger af enkeltfaglig, flerfaglig og feellesfaglig karakter
(demonstrere indsigt 1 videnskabelig tankegang og ggre sig element@re videnskabsteoretiske
overvejelser i forhold til den konkrete sag) .

Det er unzgtelig lidt af en mundfuld. Man kan blive helt urolig pa elevernes vegne. Og som larer
godt komme i tvivl om, hvor vidt man har kladt dem ordentligt pa til at indfri kravene.

Sa er det, at man skal sla koldt vand i blodet og l@ne sig op ad AT-fagkonsulenternes fortolkning af,
hvad der skal forstas ved elementar videnskabsteori, nemlig fagenes teori og metoder.

Med denne tolkning flyttes fokus nemlig fra den videnskabsteori, vi har en tilbgjelighed til at stirre
os blinde pa, til fagenes metoder. Og de er langt lettere at forholde sig til. I matematik er vi endda sa
heldige, at vi kan give dem en tjekliste.

Har de gjort noget af det, der star under matematiks faglige mal i leereplanen, jamen sa har de brugt
matematikfaglige metoder.

2.1 Faglige mal

Eleverne skal kunne:

e handtere formler, herunder kunne oversatte mellem symbolholdigt og naturligt sprog, og
selvstendigt kunne anvende symbolholdigt sprog til at beskrive variabelsammenh&nge og til
at lgse problemer med matematisk indhold

¢ anvende simple statistiske eller sandsynlighedsteoretiske modeller til beskrivelse af et givet
datamateriale eller fanomener fra andre fagomrader, (gennemfgre hypotesetest), kunne stille
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spgrgsmal ud fra modeller, have blik for hvilke svar, der kan forventes, samt veere i stand til
at formulere konklusioner i et klart sprog

e anvende funktionsudtryk og afledet funktion i opstilling af matematiske modeller pa
baggrund af datamateriale eller viden fra andre fagomrader, kunne forholde sig reflekterende
til idealiseringer og rekkevidde af modellerne, kunne analysere givne matematiske modeller
og foretage simuleringer og fremskrivninger

¢ anvende forskellige fortolkninger af stamfunktion og forskellige metoder til Igsning af
differentialligninger

e opstille geometriske modeller og lgse geometriske problemer pa grundlag af trekants-
beregninger (pa grundlag af trekantsberegninger udgar i den nye laereplan) samt kunne give
en analytisk beskrivelse af geometriske figurer i koordinatsystemer og udnytte dette til at
svare pa givne teoretiske og praktiske spgrgsmal

¢ redeggre for matematiske r&sonnementer og beviser samt deduktive sider ved opbygningen
af matematisk teori

¢ demonstrere viden om matematikanvendelse inden for udvalgte omrader, herunder viden om
anvendelse 1 behandling af en mere kompleks problemstilling

¢ demonstrere viden om matematikkens udvikling i samspil med den historiske, videnskabelige
og kulturelle udvikling

¢ (demonstrere viden om fagets identitet og metoder)

¢ anvende it-vaerktgjer til Igsning af givne matematiske problemer.

Jamen gh, kan man virkelig afferdige teori og metode-aspektet af AT ved at give eleverne oven-
staende tjekliste?

Det mener jeg helt serigst, at man kan. Og at det er en god ide. For det l&egger op til, at eleverne
beskriver, de metoder, de rent faktisk anvender. Og ikke @vler lgs om den aksiomatisk-deduktive
metode, som, hvor vigtig den end er, sjeldent er direkte relevant i forhold til den sag, eleven vil
undersgge. Ikke alle punkter i tjeklisten er lige relevante, sa man skal selvfglgelig skeere den til.
Laeg marke til, hvor indholdstungt det fgrste punkt i virkeligheden er. Det er vi tilbgjelige til at
glemme. Jeg giver mit bud pa tjekliste nedenfor.

Det er mit indtryk efter at have set pa andre fags laereplaner, at vi er privilegerede som matematik-
leerere, nar vi far stillet en fiks og faerdig metodefortegnelse til radighed. Lad os dog benytte os af
det i stedet for at spilde tiden med at genopfinde den dybe tallerken.

Den opmarksomme laser vil have bemearket, at jeg fokuserer pa metoder frem for teorier. Det
skyldes, at jeg simpelthen ikke forstar, hvad ordet betyder i matematikfaglig sammenhang. Teorier
om og for hvad? Det giver vasentlig bedre mening i1 fx samfundsfag, hvor eleverne kan belyse
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sagen ud fra forskellige politiske eller gkonomiske teorier. Men i matematik? Nej, jeg forstar det

ikke.

Ovenstaende er skrevet med henblik pa AT-eksamen. Det siger sig selv, at man i andre sammen-
hange kan (og bgr) opmuntre eleverne til at reflektere over, hvad matematik egentlig er, men det er
en anden snak.

Forslag til tjekliste over matematiske metoder

Du bruger matematiske metoder, nar du

handterer formler

oversatter almindeligt sprog til symbolsprog — og den modsatte vej
beskriver variabelsammenh&nge

anvender it til at Igse matematiske problemer

opstiller matematiske modeller, stiller spgrgsmal ud fra modellerne, har blik for hvilke svar,
der kan forventes, og er i stand til at formulere konklusioner i et klart sprog

analyserer givne matematiske modeller og foretager fremskrivninger
forholder dig til idealiseringer og reekkevidde af modellerne
foretager simuleringer

gennemfgrer hypotesetest

anvender simple statistiske eller sandsynlighedsteoretiske modeller til beskrivelse af et givet
datamateriale eller fenomener fra andre fagomrader

anvender funktionsudtryk og afledet funktion i opstilling af matematiske modeller pa
baggrund af datamateriale eller viden fra andre fagomrader

Igser differentialligninger

anvender forskellige fortolkninger af stamfunktion
opstiller geometriske modeller

Igser geometriske problemer

giver en analytisk beskrivelse af geometriske figurer i koordinatsystemer og udnytter dette
til at svare pa givne teoretiske og praktiske spgrgsmal
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redeggr for matematiske r&sonnementer og beviser samt deduktive sider ved opbygningen

af matematisk teori.
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At Smorrebrgd er ikke Mad
Af Jgrgen Ebbesen

Ar 2010 bgd pa (mindst) to gode nyheder pi AT-fronten. Fgrst blev lereplanen justeret, sa de
faglige mal blev @ndret fra det luftige og vidtlgftige til det konkret anvendbare. Og kravet om
tvaerfaglighed pa tveers af hoveomraderne blev forladt som fagligt mal og henvist til der, hvor det
rettelig hgrer hjemme, under organisationsformerne for det samlede AT-forlgb.

Dernast meldte AT-fagkonsulenterne fagrammerne for sommereksamen i AT 2011 ud:

Du skal veelge to fag, hvoraf det ene er pd mindst B-niveau, og anvende disse i besvarelsen af
opgaven.

I skrivende stund kendes emnet for arets AT-eksamen endnu ikke, men der er grund til at gleede sig
over, at der ikke forlods er noget til hinder for, at eleverne kan valge en sag, som de undersgger
under inddragelse af matematik i kombination med et naturvidenskabeligt fag. Det er immervak
den mest oplagte tvaerfaglige samarbejdsmulighed for matematik.

Men der fglger et paradoksproblem i kglvandet pa de gleedelige nyheder. (AT-)fagkonsulent Bjgrn
Grgn har gentagne gange understreget vigtigheden af, at eleverne kan redeggre for valget af fag, og
hvorfor ingen af fagene kan undveres.

Problemet opstar, fordi de naturvidenskabelige fag beskaftiger sig med sager, hvor det er ngdven-
digt at inddrage matematiske metoder, sa ofte, at disse metoder er blevet en integreret del af de
naturvidenskabelige fag. Der opstar derfor et greensedragningsproblem: hvor stopper matematikken,
og hvor begynder naturvidenskaben? Et tilsvarende problem opstar ved anvendelse af kvantitative
metoder i samfundsfag.

Man kan selvfglgelig ggre kort proces og fastsla, at matematikkens genstandsomrade adskiller sig
fra de naturvidenskabelige fags. Artiklens forfatter er tilh@nger af dette synspunkt, men er opmark-
som pa, at det kan problematiseres. Forfatterens humanistiske og samfundsvidenskabelige kolleger
frarader, at eleverne valger fag inden for samme fakultet, af frygt for at eleverne far problemer med
at begrunde ngdvendigheden af begge fag til belysning af sagen.

De fleste kender formodentlig den naturvidenskabelige programerklaering: Mal alt, hvad mdles kan,
0g gor det maleligt, som endnu ikke kan males. Ordene tilskrives sedvanligvis Galilei, men de
findes intetsteds 1 hans samlede varker, sa der er tale om en videnskabshistorisk skrgne**. Men
ordene beskriver glimrende skiftet fra naturfilosofi til naturvidenskab baseret pa kontrollerede
eksperimenter i lgbet af ren@ssancen. Et skift, hvor meningen bag fanomenerne ofte aflgses af en
matematisk beskrivelse af dem. Og som Galilei var foregangsmand for, hvilket kan forklare mytens
robusthed.

24 Kleinert, A. (2009), Der messende Luchs. Zwei verbreitete Fehler in der Galilei-Literatur, NTM
Zeitschrift fir Geschichte der Wissenschaften, Technik und Medizin, Vol. 17, No. 2, pp. 199-206
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Der har vi sa problemet, for med denne forstaelse af, hvad naturvidenskab er, er matematik pr.
definition en fast bestanddel af naturvidenskaben. Men vi har samtidig Igsningen 1 AT-sammen-
hang: benyttes matematikken for eksempel til beskrivelse af biologiske faanomener, er biologi
uundverligt som fag, da det, der beskrives, ikke er en del af matematikken. Og for at sette tal pa
feenomenerne skal disse ggres til genstand for maling. Hvad, det er vigtigt at male, og malemeto-
derne er en del af biologien. Omvendt overlader de fleste biologer gerne den matematiske behand-
ling af maleresultaterne til matematikerne. De har det med matematikken, som forfatteren har det
med sin bil: nar bare den kan kgre, er han ligeglad med, hvad der er under motorhjelmen, og
hvordan det virker.

Matematikeren er lige sa uundverlig for biologen, som mekanikeren er for forfatteren. Maske skal
vi som matematikere vare villige til at sluge et par kameler og ikke lgfte den faglige fane alt for
hgjt? Mange af os har det godt nok darligt over at se vores fag reduceret til et verktgjsfag. Men i
AT-sammenhang er reduktionen ikke unaturlig, og vi burde maske snarere vare stolte over at
besidde sa sterke og alsidige verktgj? Den samme matematiske model, fx eksponentiel vakst kan
bruges pa vidt forskellige (natur)fenomener.

Man kan indvende, at der ikke er ret meget matematik i behandlingen af maleresultater, men det
kraever som regel indfgrelse af variable og undersggelse af variabelsammenhange, og vi kommer
hurtigt gennem flere punkter pa tjeklisten i artiklen Matematikfagets metoder i AT-perspektiv.

Det var ikke nogen tilfeeldighed, at vi ovenfor sa pa fagkombinationen matematik-biologi. For selv
om biologerne bruger matematik, er det nok at tage munden for fuld, hvis man havder, at mate-
matikken er en del af biologien. Den er snarere et varktgj, som biologerne bruger.

Hvis vi ser pa vores traditionelle samarbejdspartner fysikken, er billedet unagtelig mere speget.
Historisk set har fagene varet nermest uadskillelige. Titlen pa et af hgjdepunkterne inden for fysik,
Newtons Philosophice Naturalis Principia Mathematica siger vel det hele. Og bemeldte herre
udviklede infinitesimalregningen for at kunne beskrive bevaegelse. Det er langt fra eneste eksempel
pa, at fysikere ikke kun ngjes med at benytte matematik. Hvis ikke den forngdne matematik er til
radighed, laver de den selv.

Set fra denne synsvinkel er det svert at begrunde ngdvendigheden af begge fagene matematik og
fysik til at belyse en sag. Den matematik, som sagens behandling krever, kan tit opfattes som en del
af fysikken. Men det ville vere synd pa forhand at fraskrive eleven muligheden for at kombinere de
to fag. En Igsning kunne vere, at vi i AT-sammenhang leegger vagt pa den eksperimentelle side af
fysikfaget og accepterer, at den matematiske fysik (som er voldsomt nedprioriteret i gymnasiefaget
fysik) representeres af matematik.

Om det er sadan, kagen skal skeres, er et valg, der skal vere konsensus om. Forfatteren af denne
artikel ser gerne, at AT-fagkonsulenterne skerer igennem for at sikre, at eleverne far ensartet vej-
ledning.
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Til sidst skal det anfgres, at grensedragningsproblemet kan vendes til en fordel for eleverne, fordi
det giver anledning til en diskussion af ikke bare matematikkens genstandsfelt, men ogsa det
overordnede spgrgsmal om, hvad matematik er. Herunder spgrgsmalet om, hvordan det kan vzre, at
matematik er si effektivt til at beskrive naturen®. Spgrgsmalet er flygtigt bergrt i artiklen Rotter og
indianere. Og Kloge Hans. Men man gi meget mere i dybden®®.

» Eugene Wigner: The Unreasonable Effectiveness of Mathematics in the Natural Sciences, Communications in Pure
and Applied Mathematics, vol. 13, no. I (February 1960). Kan downloades fra
http://www.physik.uni-wuerzburg.de/fileadmin/tp3/QM/wigner.pdf

% Den interesserede lzeser henvises til Terese Nielsen: Hvorfor kan matematik anvendes? Ppt-show, 26. maj 2010. Der
er tale om en oversigt, hvor man selv ma sette sig ind i detaljerne, men diasshowet giver et glimrende overblik over
problemfeltet.
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En kort bemaerkning om stokastikken

Af Jgrgen Ebbesen

Ind til for nylig talte vi om statistik og sandsynlighedsregning. (Mode)ordet stokastik er en
samlebetegnelse for de to discipliner. Stokastikken vil nedenfor blive udsat for en aldeles
stedmoderlig behandling sammenlignet med den betydning, den har 1 tvaerfaglig sammenhang i
gymnasiet.

Der er sket en markant forskydning i vegtningen af de to discipliner med den seneste
gymnasiereform. Fgr var hovedvagten pa endelige sandsynlighedsfelter, gerne symmetriske og
kombinatorik. Efter de seneste &ndringer i lereplanen er kernestoffet i stokastikken:

simple statistiske metoder til handtering af et datamateriale, grafisk preesentation af et statistisk
materiale, empiriske statistiske deskriptorer, stikprgvers repreesentativitet og chi-i-anden test.

Og det supplerende stof skal omfatte ssmmenhangende et forlgb med anvendelse af yderligere
mindst én type statistisk eller sandsynlighedsteoretisk model.

Lag mearke til, at der ikke er noget krav om indfgrelse af statistikken pa et sandsynlighedsteoretisk
grundlag. Det kan man alt efter temperament begrade eller glede sig over. Personligt var jeg glad
for teorien om endelige sandsynlighedsfelter, som jeg opfatter som det eneste eksempel pa
anvendelse af den aksiomatisk-deduktive metode inden for gymnasiestoffet. Vi bygger flagskibet
differential- og integralregning pa uklare, udefinerede begreber, og det samme galder den plane
geometri. Mine elever beviser troligt h&ldningsformlen for en ret linje, men vi definerer aldrig en
ret linje (og godt det samme, for sa giver det ikke mening at udlede haldningsformlen).

Men arbejdet med de endelige sandsynlighedsfelter var tidskr&evende og havde en tilbgjelighed til at
lukke sig om sig selv. Vi kunne maske nok pa solidt fagligt grundlag na frem til
fordelingsfunktionen for en binomial fordelt stokastisk variabel. Og bruge resultatet til at beregne
sandsynligheden for, at et dige ville blive oversvgmmet mindst én gang over en 20-arig periode. Og
en masse andre speendende sandsynligheder. Vi naede imidlertid aldrig frem til den statistik, som
vel egentlig var grunden til, at vi indfgrte sandsynlighedsteorien.

Situationen er lidt den omvendte i dag (med mindre man valger at indfgr en
sandsynlighedsteoretisk model). Nu er vi sikre pa, at eleverne i hvert fald kommer til at arbejde med
en statistisk test, men det teoretiske grundlag er plantet solidt i den bla luft. Det ggr det for mig at se
narmest umuligt at sige noget fornuftigt videnskabsteoretisk om stokastikken pa gymnasieniveau,
al den stund at videnskaben er heldt ud med badevandet.

Skulle man vere sa heldig, at eleverne har kemi og/eller fysik pa tilstreekkeligt hgjt niveau, kunne
man sammenholde mekanikkens deterministiske verdensbillede med kvantemekanikkens
verdensbilledeog maske komme ind pa Bohr/Einstein-diskussionen om tolkningen af
kvantemekanikken. Og i sidste ende den overordnede realismediskussion (beskriver vi verden, som
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den er, eller modellerer vi den bare efter bedste evne). Men det kraver nok et s@rligt engagement
fra savel leerer(e) som elever.

Der er til gengaeld en masse at sige om de statistiske metoder og deres begrensninger. Fx finder vi
belag for en pastand ved at antage, at den ikke er opfyldt, og kassere denne alternative pastand,
fordi den er for usandsynlig. Det er da bemarkelsesverdigt. Og at de pastande, vi efterviser pa
denne made, altid er eftervist med en vis fejlrisiko, afviger fra, hvad vi er vant til fra resten af
matematikken.

Nar vi udtaler os pa baggrund af en stikprgve, er det en forudsetning, at den er reprasentativ for
den population, vi gnsker at udtale os om. Det er et metodisk forbehold, der vil noget, al den stund,
at det neermest er umuligt at udtage en sadan stikprgve.

Man kan leese n&ermere om andre metodiske spgrgsmal, som det ville vere naturligt at eleverne
stillede sig 1 forbindelse med statiske undersggelser i den form, de bliver prasenteret for dem, i
skrivelsen Om variabelbegrebet, om at prove sig frem og om stikprgveopgaver ' fra fagkonsulent
Bjgrn Grgn, Undervisningsministeriet.

Jeg vil afslutningsvis pege pa et par spgrgsmal, som det vil vare naturligt at tage op, hvis man
anlegger en mere eksperimentel tilgang til stokastikken, nemlig i hvilken forstand, man kan s&tte
lighedstegn mellem frekvenser (ved mange gentagelser) og sandsynligheder. Og hvilken status
simuleringer indbygget i de anvendte CAS-programmer skal tillegges.

Jeg vil personlig foretreekke de klassiske modeller for kast med symmetriske mgnter og terninger
baseret pa symmetriske sandsynlighedsfelter frem for modeller baseret pa frekvenser ved gentagne

kast. Skulle frekvenserne afvige fra % og %, vil jeg vare tilbgjelig til at kassere mgnten og

terningen/tilskrive resultaterne statistiske udsving. Jeg kunne ikke drgmme om at skifte de klassiske
modeller ud. De er jo ikke kun praktiske ad hoc modeller, men idealiseringer.

Og simuleringerne er bekvemme, men ikke helt uproblematiske. Tilfeeldige tal spiller en central
rolle i stokastikken; men i hvilken forstand er de CAS-genererede tal tilfeldige? Det er de
selviglgelig ikke, for der er med garanti en eller anden algoritme indbygget 1 softwaren, men i
nogen sammenh&nge er det godt nok. Det var det bare ikke dengang, jeg brugte min lommeregners
tilfeeldige tal til at afggre, hvem af eleverne der skulle til tavlen: eleverne valgte et tal hver, og sa
trykkede jeg pa tilfeeldigt tal, indtil eleverne sagde stop. Jeg matte opgive metoden, fordi eleverne
opdagede, at lommeregneren gav de samme tal i samme rakkefglge hver gang.

! Kan downloades fra
http://www.emu.dk/gym/fag/ma/undervisningsministeriet/nyt/variabelbegrebet-stikproever.pdf
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Samlet litteraturliste:

Matematikkens filosofi og videnskabsteori generelt:

Mark Balaguer: Platonism and Anti-Platonism in Mathematics. Oxford University Press,
1998.Forfatterens prasentation af realisme og anti-realisme i matematikkens filosofi samt
argumentation for, at spgrgsmalet om realisme eller ej aldrig vil kunne besvares.

For lerere

Benacerraf , Paul m.fl.: Philosophy of Mathematics. Cambridge University Press, 2.udg., 1983
Klassisk artikelsamling med artikler fra perioden 1930-1965. Samlet i 4 emner: Grundlagskrisen,
Tals eksistens, Matematisk sandhed og Mangdebegrebet.

Artikelsamlingen indeholder flere klassiske artikler, som ligger til grund for diskussionen af
matematikkens filosofi i dag, men de er teknisk svere.

For lerere

Brown, James Robert: Philosophy of Mathematics - an introduction to the world of proofs and
pictures. Routledge, 1999.

En gennemgang af mange historiske episoder og filosofiske debatter, centreret omkring den rolle
billeder kan spille eller spiller i beviser og om selve bevisbegrebet.

Velskrevet og spendende. Mere egnet til at veekke matematik-filosofisk nysgerrighed end til at
presentere matematik-filosofiske positioner eller spgrgsmal

For lerere og engelskkyndige elever

Bertelsen, Aksel: Nar matematikken slar rgdder, Systime 2009

Bogen har matematikken i Platons idélere som udgangspunkt. Den er tenkt som et supplement
eller ligefrem modvegt til den mere og mere anvendelsesorienterede gymnasieundervisning. Flere
videnskabsteoretiske spgrgsmal tages op undervejs.

Colyvan, Mark: The Indispensability of Mathematics. Oxford University Press, 2001.
Gennemgang af diskussionen om matematikkens anvendelighed, med udgangspunkt i Fields
fiktionalisme og Maddys matematiske naturalisme.

For lerere

Davis, Philip J. & Reuben Hersh: The Mathematical Experience. Penguin Books, 1981.
Et udvalg af forskellige observationer om matematik, set fra den arbejdende matematikers
synsvinkel.

Velskrevet og spendende. God at plukke matematik-eksempler fra.

Larere og elever ( mindst 2g )

Friend, Michele: Introducing Philosophy of Mathematics. 2007, Acumen Publishing Limited
(Meget) amerikansk indfgring 1 matematikkens filosofi, bl.a. med et kapitel om uendelighed.
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Gray, Jeremy J.: The Hilbert Challenge. Oxford University Press, 2000.

Udgivet i anledning af 100 ars dagen for Hilberts 22 problemer. Historisk gennemgang af baggrund
og status.

Lerere og gode elever. Nogle trykfejl og ujevnt svaerhedsniveau.

Kitcher, Philip: The Nature of Mathematical Knowledge. Oxford University Press 1984.
Kitchers forsgg pa at bruge Kuhns beskrivelse af videnskaben som normalvidenskab afbrudt af
revolutioner pa differentialregningens historie.

Lerere

Lakatos, Imre: Proofs and Refutations. Cambridge University Press, 1976

Lakatos's historie om Eulers polyeders@tning, fortalt som en dialog mellem en underviser og en
klasse, med henblik pa at illustrere mekanismer i matematikkens historiske udvikling.

Lerere og elever.

Niss, Mogens (red.): Matematikken og verden. Fremad 2001.
kap. 3 af H.C. Hansen om de to retninger indenfor matematikkens filosofi

Pedersen, Stig A.:Matematikkens filosofi. 1 Et spadestik dybere”, Vincent F. Hendricks og Steen
W. Pedersen (red.), 2008, Automatic Press

Resnik, Michael D: Mathematics as a Science of Patterns. Clarendon Press, 1997.
Strukturalismens programskrift, og samtidig en gennemgang af realismedebatten.
Larere og elever.

Shapiro, Stewart: Thinking about mathematics - the philosophy of mathematics. Oxford University
Press, 2000.

Grundig gennemgang af positioner og spgrgsmal inden for matematikkens filosofi, presenteret i et
historisk perspektiv. Herunder gennemgang af Grundlagskrisen.

Learere. Begyndere inden for matematikkens filosofi pa universitetsniveau.

Tymoczko, Thomas: New directions in the philosophy of mathematics

Artikelsamling om matematikkens filosofi, med fokus pa matematisk praksis snarere end
grundlagsspgrgsmal. Tymoczkos egen artikel om computere i matematik og firfarveproblemet har
vakt en del debat. For lerere.

www.lce-J.dk

Mange emner fra matematikkens videnskabsteori er behandlet pa denne hjemmeside, der desvarre
ikke lngere opdateres. Malgruppen er lerere og filosofisk interesserede elever.
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Matematikkens historie:

Johansen, Karsten Friis: Den europeiske filosofis historie — Antikken. 1994, Nyt Nordisk Forlag
Arnold Busck,
1.del, kap. 5 om Eleaterne (bl.a. Zenon), 4. del om Aristoteles

Kline, Morris: Mathematical Thought from Ancient to Modern Times. Oxford University Press,
1972.

Kronologisk gennemgang af matematikkens historie fra Babylonerne til nu.

Larere og elever

Mejlbo, Lars: Matematikkens aspekter — om det uendelige. 1991, Matematiklererforeningen

Singh, Simon: Fermats store seetning. Kgbenhavn 2000.
Historien om Fermats sidste s@tning.
Alle interesserede

Singh, Simon: Kodebogen. Kgbenhavn 2001.
Kryptologi fra romertiden til 1 dag.
Alle interesserede

Logik:

Heijenoort, Jean van: From Frege to Godel. A Source Book in Mathematical Logic, 1879-1931.
toExcel, Genoptryk 2000.

Klassiske artikler af Frege, Peano, Dedekind, Cantor, Russell, Hilbert, Zermelo, Brouwer, Weyl,
Godel osv osv.

Lerere, forudsatter kendskab til logik.

Smullyan, Raymond: The Lady or the Tiger? And other logical puzzles. 1982
Logiske gader.
Alle

Matematisk bevis:

Brandt, Jergen og Knud Nissen: QED. En introduktion til matematisk bevis. Abacus 1997.

De fire fgrste kapitler omhandler matematiske bevismetoder. Her gives ogsa en introduktion til
logik og aksiomsystemer.

Bogens to sidste kapitler fokuserer pa matematikkens grundlag, herunder en formalisering af den
aksiomatisk-deduktive metode kulminerende 1 Godels bergmte s&tninger, der dog her bevises 1
skitseform.

Elever, 3g, A-niveau
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Matematisk modellering:

Blomhgj, Morten, Thomas Hgjgaard Jensen, Tine Hoff Kjeldsen og Johnny Ottesen: Matematisk
modellering ved den naturvidenskabelige basisuddannelse — udvikling af et kursus, IMFUFA tekst
402 2001, side 12.

Den interesserede leser henvises til den udfgrlige beskrives side 11-18 i rapporten. Ud over den
mere detaljerede beskrivelse af modelleringsprocessen tydeligggr modellen det store arbejde, der
ligger for matematikken

Wigner, Eugene: The Unreasonable Effectiveness of Mathematics in the Natural Sciences,
Communications in Pure and Applied Mathematics, vol. 13, no. I (February 1960). Kan downloades
fra

http://www.physik.uni-wuerzburg.de/fileadmin/tp3/QM/wigner.pdf

Skriftlie matematik:

Gillman, Leonard: Writing Mathematics Well, Mathematical Association of America, 1987
Virkelig god lille bog om udformningen af stgrre skriftlige arbejder i matematik. Omhandler blandt
andet god disposition, bevisfgrelse og notation i en matematisk tekst.

Kristensen, Erik og Ole Rindung: Matematik 1, 10. udgave, C.E.C Gads forlag, 1981.
1 indeholder en fin vejledning til m@&ngder, udsagn og udsagnslogik. Herunder brugen af tegn og
symboler.

Lee, Kevin P, Dr: A Guide to Writing Mathematics.

Underholdende artikel pa gymnasieniveau, som indeholder mange eksempler pa god og darlig stil i
opgavebesvarelser

Findes her: . http://ems.calumet.purdue.edu/mcss/kevinlee/mathwriting/writingman.pdf

Steenrod, Norman E., Paul R. Halmos et al: How to Write mathematics, American Mathematical
Society, 1975,

Her er det Paul Halmos artikel om udformningen af en matematisk tekst, der kan anbefales.
Artiklen er inddelt i sma afsnit med friske overskrifter sasom: ’Say Something’, ’Speak to
Someone’, Resist Symbols’ og *Use Symbols Correctly’.

http://www.uvmat.dk/skrift/
Om den nye skriftlighed i matematikundervisningen. Indeholder gode rad til udformningen af
skriftlige eksamensbesvarelser.
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