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Opgave (a):

Vi skal vise, at der for positive reelle tal a, b og ¢ geelder
2 2 2
a b c
+ + >1.
a’+2bc b°+2ac c”+2ab

Besvarelse (a):

1. metode. Vi benytter Cauchy-Schwarz' ulighed, der geelder for positive tal:

(albl + a‘2b2 + a‘3b3)2 S (3.12 + a‘22 + a'32)(bl2 + b22 + b32) ’
idet vi seetter
b C

a
=—2% ___ a
o Ja® +2bc * Jb?+2ac
b =+va’+2bc , b, =+b’+2ac

’ a -
PJe? v 2ap
, b,=+/c*+2ab .

Sa far vi

2 2 2
(a+b+c)zs( 2a2b +b2b2ac+czCZabj(az+2bc+b2+2ac+c2+2ab)
a’+2bc b*+ +

2 a’ b? c? 2
< (a+b+c) < +— +— (@a+b+c)" ,
a“+2bc b°+2ac c“+2ab

og heraf fremgar den gnskede ulighed.

2. metode. Vi har i almindelighed, at 2xy < x> + y?, s& vi far
R a’ b2 b2 2 o c?
a’+2bc a’+b’+c® ' b’+2ac a’+b’+c® ' c*+2ab a’+b’+c?
og ved addition af disse tre uligheder fglger den gnskede ulighed.

3. metode. Vi satter

bc ac ab
ng, V=F , Z=C—2 )

hvor sa xyz = 1. Vi kan omskrive den gnskede ulighed til

1 1 1
>
Tiox "1t2y T1e22°7

Denne ulighed er ensbetydende med

Q+2y)(1+22) + (1 +2x)(1 +22) + (1 + 2x)(1 + 2y)(1 + 2x)(1 + 2y)(1 + 22)
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& 3+4(x+y+z)+AXy+yz+xz) > 1+2(x+y+12z)+4(xy+yz+xz)+ 8xyz
& 2+2(x+ty+2)>8 < x+y+z2>3.

Nu geelder efter uligheden mellem aritmetisk og geometrisk middeltal, at

A>G < J(x+y+2)2¥xyz=1,
og dermed er den oprindelige ulighed vist.

Opgave (b):

Vi skal vise, at

2bc +2ac +2ab <1
a“+2bc b“°+2ac c“+2ab

Besvarelse (b):

1. metode. Vi foretager falgende omskrivning:
bc ac ab 1 2bc 1 2ac 1 2ab
2 T T ) 5" )
a“+2bc b°+2ac c°+2ab

2 a%+2bc 2 b?+2ac 2 c?+2ab
-1 (__2a 1 (1__ b2 1 (1__c
2 (1 a2+2bc)+2 (1 b2+2ac)+2 (1 02+2ab)

1_
-3=1.

N|w

3 1 @’ b? c’
=—= + + <
2 2(a2+2bc b® + 2ac c2+2abj

| det sidste ulighedstegn har vi benyttet uligheden under a.

2. metode. Vi satter

2 2 2
_a _b
*“bc ' Y ac ' ‘T ap
sa uligheden er enshetydende med
1 1 .1

X+2 y+2 742
& (Xy+yz+x2)+4(x+y+2)+12 <9+2(xy +yz+xz) +4(X+y+2)
& Xy+yz+xz>3,

og denne ulighed er opfyldt pa grund af A-G-uligheden:
%(xy+ yZ+Xz) > §xy-yz-xz =3 (xyz)* =1.

Der er modtaget 6 besvarelser.
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