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Svar pa opgave 232
(September 2006)

Opgave:
a. Vis, at der for alle reelle tal x, y og z geelder, at

X Y, 2P Xy 2
<2+3+6)S2+3+6'

b. Vis, at der for alle reelle tal a, b og ¢ galder, at
ab(b-c)(c-a)+bc(c-a)a-b)+cal@a-b)b-c) <0.

Besvarelse:

a. Vi skal vise, at hvis x, y og z er reelle tal, er

1. metode. Vi har, at

=S L e [A -  (-2 + (y -2 ]
og da tallet i den sidste parentes er positivt, falger uligheden.

2. metode. Vi bruger Cauchy-Schwarz’ ulighed pa talsattene

(x,x,x,y,y,2) og (1,1,1,1,1,1) ,
og far

(X+X+X+Y+Yy+2)° < 0+ X+ X0 +y+ P+ (1% + 12+ 12+ 12+ 17+ 19)

o (BX+2y+12)° < 6(3C+ 23+ 7%,
og ved division med 36 pa begge sider fas den gnskede ulighed.

| MatematikMagasinet for december 2006 findes endnu et par lgsningsmetoder samt en

generaliserende bemarkning.
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b. Vi skal vise, at der for alle reelle tal a, b og ¢ galder, at
ab(b—c)(c—a)+bc(c—-a)(a—b)+ca(a—b)(b-c)<0.

1. metode. En kendt ulighed for alle reelle tal er
X+ Yy + 28> Xy +yz+x.

(se Jens Carstensen og Palle Bak Petersen: Uligheder, s. 14).
Vi satter x = ab, y = ac og z = bc. Sa har vi efter denne ulighed, at

(ab)®+ (ac)®+ (bc)® > ab-ac+ab-bc+ac-bc
& —(a’h® +a’c® +b’c® —a’bc—ab’c—abc?) <0
< (—a’b*—abc’® +a’bc +ab’c) + (—b® —a’bc + ab’c + abc?)
+(—a’c®* —ab*c+a’bc+abc’) <0
< ab(b-c)(c—a)+bc(c—a)(a—b)+ca(a—b)(b—c)<0.

2. metode. Vi omskriver venstre side til et andengradspolynomium p i b og skal sa vise, at der
geelder

p(b) = (ac - ¢*- a®)b*+ ca(a + c)b - a’c®* < 0.
Diskriminanten er

a’c’(a + c)?+ 4ac’(ac - ¢*- a%) = a’c?(a + c® + 2ac + 4ac - 4¢’ - 4a°)
= a’c’(6ac - 3a°- 3¢%) = -3a’c’(a- c)* <0 ,
for alle a og c. Da p(0) < 0 er derfor p(b) < O for alle veerdier af b.

| MatematikMagasinet for december 2006 findes endnu et par lgsningsmetoder.

Der er modtaget svar fra 10 indsendere.
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