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Opgave:

A D

I en konveks o0ABCD forbindes modstaende siders tredelingspunkter som vist.
Bestem arealet af den indre oPQRS 1 forhold til arcalet af bABCD.

Besvarelse:

1. metode.
Arealet af den indre firkant PQRS er % af arealet af firkant ABCD.

Hvis vi benytter skrivemdden [...] til at betegne areal, har vi at

[AJB] = 4 [ABC] og [CFD]=1 [ACD],

s at
[AJB] + [CFD] o
o
= % ([ABC] + [ACD]) ;
B 7\ Y
= l /" \\\ //,/
1 [ABCD] ol X
Men sa er / —
// e \\\
[AFCJ] =[ABCD] - [AJB] - [CFD] Yy N 5
= 2[ABCD]. (1) // P
A £ F D
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Videre er
[EFLJ] = [EFJ] + [FJ] = 1 [AFJ] + 1 [CFJ] = 1 ([AFJ] + [CFJ]) =1 [AFCI],

og efter (1) fés

[EFLJ] = 4 -2 [ABCD] = 1[ABCD] .

Vi ensker at vise, at P og Q er

tredelingspunkter for EJ og at S :
og R er tredelingspunkter for FI. ,j\/(
Sa kan vi nemlig ved pracis sam- B\ LT\
me slutningsméde som oven for ' \\Q)L/// X
udlede, at K /4//// o O\
[PQRS] = 1 [EFIJ] ' L
: L/éf// P
= 1.1 [ABCD] =1 [ABCD] / S~
33 9 ° "\\_\J‘i’
A E

Der gzlder, at AE = 1 AD og AL = 1 AB, hvilket medforer, at EL || BD og EL = 1BD. P4 samme
méde er CG = 2CD og CJ = £CB, sd GI || BD og GJ = $BD.

Dermed har vi, at EL || GJ og EL = %GJ . Derfor er APLE og APGJ ensvinklede i forholdet 1:2, sa
PE = 1PJeller PE = 1 EJ. P4 samme made er JQ = 1EJ og FS = 1FI=1R.

Dermed er som ensket Q og P tredelingspunkter pa EJ og R og S tredelingspunkter pa FI.

2. metode (Asger Olesen, Tgnder).
Vi ser forst pA en oKEHN, hvor L og M er
tredelingspunkter for KN og F og G trede-

lingspunkter for EH. Vi betegner med a;, a,
og a3 arealerne

a; = [EFLK] , a, =[FGML] ,
a3 = [GHNM] .
Vi viser, at a; + a3 = 2a,. Vi har nemlig, at

[EFK] =1 [EHK] , [KLF]=[LMF]

[GHM] = [FGM] , [MNH]= {[KNH].

Sa far vi

a;t+as ([EFK] + [KLF]) + ([GHM] + [MNH])

L[EHK] + [LMF] + [FGM] + 1 [KNH] = 1 ([EHK] + [KNH]) + [LMF] + [FGM]

= L [KEHN] + [FGML] = 4 (a; + a; + a3) + a
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Altsa har vi
ajtay=1(aj+tay+az)+tay hvoraf aj+a3=2a,.

Nu ser vi pd den oprindelige figur
og betegner arealerne af firkanter-

ne med aj, ay,. . ., Cq, Cp, C3 SOM /.‘J,/ |

vist. Idet vi gér ud fra, at P og Q B_— |
er tredelingspunkter og at R og S /c1 Ql —
er tredelingspunkter, har vi efter / //—///’T/
ovenstiende, at b, ‘ \ )
/ ///l:‘/lffﬁff%/’/
ajt+az=2a , ajtcy=2b /7 P|
/ ay

b;+b3=2by, , ay+cr=2by / o

A E

citec3=2cp , azt+c3=2bs.
Vi kan sé regne saledes:
[ABCD]=a;+ay+a3+b;+by+bs+ci+cr+cs
=(aytc) T (artcy) +(aztc3)+(br+b3) + by

=2b; + 2by + 2bz +2by+by = 2(b; + b3) + Sby = 4b, + 5by, = 9by, = 9 [PQRS] .

3. metode (Anders Crone, Kalundborg).

Lad E, F, G og H vare punkterne pa figuren nedenfor.
Sier GH =GA+AB+BH =-1AD+AB+1BC

Lad nu X vere det tredelingspunkt pa EF, der ligger nermest E. Sa er

EX = LEF
0g
GX =GA+ AE +1EF =GA+ AE +1(EA+ AD + DF)
——LAD+1AB-LAB+1AD+1DC =2AB+}DC 2)

=2AB+4(AB+BC-AD)=1AB+4BC-
=1(-1AD+AB+1BC)=1GH .

AD

W
O~
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Punktet X ligger altsa ogsa
pa GH og er derfor ska-
ringsspunktet mellem GH
og EF, s det falder sammen
med P. Hermed er vist, at P
er et tredelingspunkt for EF
og for GH. Pé analog made
kan man vise, at ogsd Q, R
og S er tredelingspunkter for
de linjestykker, de ligger pa.
Af (2) folger sa, at

_—

PQ=GP=2AB+4DC

b

og analogt at

Dette giver, at

_ L ——

PR=PQ+QR=2AB+4DC+2BC+

:%(ﬁ+%)+$(m+ﬁ):%AC +%AC :% C .
Analogt fas
QS =

W=
o
gl

Endelig fér vi sé, at

[PQRS] = 1 det(QS, PR) = 1 det( BD,1 AC) =4 -1 det(BD, AC) = ;[ ABCD].

Det er intet sted benyttet, at tABCD er konveks, sé arealforholdet geelder ogsé for ukonvekse fir-
kanter. Det geelder ogsa, hvis firkanten udarter til en trekant ved at en side skrumper sammen til et
punkt eller hvis en vinkel bliver 180°.

Der er andre arealforhold, der er konstante, uathangig af firkantens form. En 'midterstribe' besta-
ende af OPQRS og to nabofirkanter har altid et areal, der er % af firkantens areal. Det udregnes for-

holdsvis let ved hjelp af determinanter for vektorer.

Summen af arealerne af to diagonalt beliggende sma firkanter er % af firkantens areal. Med

betegnelserne pa figuren er

Ti+Ty+ T3+ Ty=(Ty+To) +(T3+ Ty) = (T + T2) +(Ts+ Te)
= J[ABCD] + [PQRS] = £ [ABCD] .

Der er modtaget svar fra 6 indsendere.
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