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Opgave:
Lad p(x)=x"+a, x""+---+a,x* +a,x +a, veere et normeret polynomium med hele
koefficienter.

Hvis polynomiet p(x)2 har lutter ikke-negative koefficienter, geelder det samme sa ngdvendigvis for
polynomiet p(x)?

Besvarelse:
Svaret er nej.

Et modeksempel er falgende:
O+ 23+ 3x +4)? =58+ 4x" + 238+ 2x° + 21x* + 103 + X2+ 24x + 16

Pastanden om, at ikke-negative hele koefficienter for p(x)*> medfgrer det samme for p(x) er
imidlertid sand for polynomier af 1., 2. og 3. grad. Dette viser vi nu.

p(x) er af 1. grad. Vi far, at hvis p(x) = x + a, er
p(x)? = x* + 2ax + a’

Hvis 2a > 0, er ogsa a > 0, sa pastanden er sand for polynomier af 1. grad.

p(x) er af 2. grad. Hvis p(x) = x*+ ax + b, er
p(x)? = x* + 2ax® + (a2 + 2b)x? + 2abx + b?

Hvis a = 0, vil a®+ 2b > 0 medfare, atb > 0. Hvisa > 0, vil 2ab > 0 medfare, at b > 0. Derfor er
pastanden sand for polynomier af 2. grad.

p(x) er af 3. grad. Hvis p(x) = x*+ ax*+ bx + ¢, er
p(x)? = x°+ 2ax® + (8% + 2b)x* + (2ab + 2¢)x®+ (b® + 2ac)x? + 2bcx + ¢?.
Hvis a = 0, er koefficienterne efter forudsetningen ikke-negative i polynomiet
p(x)? = x° + 2bx* + 2cx® + b2 + 2bex + ¢

Derforerb > 0 og ¢ > 0 og pastanden er sand.
Lad saa > 0. Da2bc > 0, glder en af fglgende muligheder:

I. b og c er begge positive,
I1. b og c er begge negative,
I11. mindst en af de to tal b og c er lig med 0.

| tilfelde 1 er vi ferdige. | tilfelde 11 ville koefficienten 2ab + 2c sa veere negativ, hvilket er en
modstrid. | tilfeelde 111 ville b = 0 sammen med 2ab + 2¢c > 0 medfrgre ¢ > 0, og vi er ferdige. Hvis
c=0(oga > 0),vil 0 < 2ab + 2c = 2ab medfare, atb > 0.
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p(x) er af 4. grad. Hvis p(x) = x* + ax®+ bx?+ cx + d, er
p(x)% = x®+ 2ax” + (a+ 2b)x° + (2ab + 2¢)x° + (b*+ 2ac + 2d)x*
+ (2ad + 2bc)x® + (c® + 2bd)x* + 2cdx + d? .

Som fer era > 0. Da 2bd > 0 galder, at hvis hverken c eller d er 0, har de same fortegn. Antag, at
c og d er positive og lad b = -1.
Daa’+2b >0, era’> 2. Vivealgera=2.
Derefter er
2ab+2c >0 < -4+2c>0 < c>2.

Vi veelger ¢ = 3. Nu er der nogle krav til d.

For det farsdte er
b?+2ac+2d >0 < 1+12+2d >0,

hvilket er opfyldt, da vi har antaget d positiv.
For det andet er

22ad+2hbc >0 < 4d-6>0 < d >

N|w

For det tredje er
¢?+20d >0 < 9-2d20 < d< 3.

For det fjerde er 2cd > 0, hvilket er opfyldt, fordi ¢ og d er forudsat positive.
Hvis d antager en hel veerdi mellem % og %, dvs. d = 2, 3 eller 4, far vi et modeksempel, hvor alle
koefficienterne i p(x)? er ikke-negative, men hvor p(x) har den negative koefficient b = -1.

Modeksemplet d = 4 er netop det, som vi indledte lgsningen med at anfare.
Hvis man gnsker modeksempler af grad n > 4 grad, kan man blot multiplicere eksemplet i

begyndelsen med x"*.
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