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Opgave:

Vi har, at

(V7 +VB) =Va375 44374 og (\3+2) =201 +2400 .

Vis i almindelighed, at en potens af en sum af to konsekutive kvadratrgdder selv kan skrives som en
sum af to konsekutive kvadratrgdder, dvs. hvis p og q er naturlige tal, findes der et naturligt tal x, sa

(Vo +yp-1) =Vx+x-1 .

Besvarelse:

Vi deler op efter pariteten af g.

I. qlige

Binomialformlen giver
N e RN NN e N
o I NN e A A N e SN ey

Hvert andet af disse led indeholder kun lige eksponenter. Sadanne led er naturlige tal og summen af
disse betegner vi med a. De gvrige led indeholder kun ulige eksponenter. Summen af disse led kan

skrives pa formen b-/p(p—1) . Dermed har vi

(\/B+«/p—1)q:a+b p(p-1) , abeN.
a+byp(p—1) =+a? +b%p(p-1) ,
a’-b%p(p-1)=1,

a+byp(p-1) =vx +/x-1,

hvor x = a® og x - 1 = b?p(p - 1). Hertil ser vi pa

Nu er

s& hvis vi kan vise, at

folger det, at
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N N NN e e N
( j‘/— o1 ((11}\/5'@“+ p-1"=a-by/p(p-1)

med samme betydning af a og b som fagr. Multiplikation giver

(Vo +4/p-1)" (Vo -+/p-1) =(a+byp(p-D)(a~byp(p-1))
o 1=(p-(p-1)=2a’-b’p(p-1),

og dette var netop, hvad vi gnskede at vise.

Il. g ulige

Binomialformlen giver igen
N e N O O R B NO =
e A NN A IR NN

Her indeholder hvert led et produkt af en faktor med ulige eksponent og en faktor med lige
eksponent. Hvert sadant led er derfor af formen c\/ﬁ eller d{/p—1, hvor c og d er naturlige tal.
Dermed kan vi skrive

(Vo p=1) =cp+d|p-1=\c?p +|d’(p-1)

0g
(Vp-p-1)'=c/p-d|p—1,
hvoraf
(Vp+P=1)-(Vp—p=1)=(cyp+dyp=1)-(cyp-d|p-1)
o 1=c*p-d?(p-1).
Dermed er

(\/B+\/ﬁ)q=\/§+\/ﬁ ,

hvor x =c¢’pog x-1=d?(p-1).
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Eksempler.

Vi kan illustrere metoderne oven for med et par taleksempler.

Lad os ferst udregne (ﬁ+\/5)3, hvor q = 3 er ulige. Vi far
(V7 +36) =vT° 437" V6 +3-V7 -6 +6 =257 + 276 .

Her erc =25 0g d = 27 og
Xx=cp=252-7=4375 og x-1=d*p-1)=27%-6=4374,

sa vi far den gnskede fremstilling

(V7 +6) = 4375 + 4374 .

Pa samme made findes
(V3++2 )4 — 49+ 206 = J49% +/6-207 = 2401 + /2400 .

Der er tilsyneladende ingen simpel metode til at bestemme de to sggte rgdders radikan- der. Man
kunne maske teenke sig at lgse ligningen

(V3++2) =X +Vx1
eller, hvis vi for nemheds skyld setter k = J3++/2, kan vi ved hjeelp af symbolregner (eller

handkraft!) lgse
Ix+x-1=k*,

_ k8+1)2
X _( K )

Men nu er problemet selvfalgelig at vise, at denne veerdi for x er hel, og hvordan ggr man det?

og vi far

Der er modtaget 8 besvarelser.
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