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Opgave:

a. Vis, at AABC er retvinklet netop hvis

A B (o3 A inB.inl —
CO8-5 - COS5 - COS5 —SIn—5 - Sl 5 - SIN 5 =

o
2=

b. Vis, at AABC er retvinklet netop hvis
a’+b’+c’=ab(a+b)+ac(@a+c)-bcb+c).

Besvarelse:
a.
1. metode.

Vi setter £ = Z +v,hvorv< Z . Sier

og ligningen er ensbetydende med

cos(Z +V)Acos B A cos§ -sin(Z +v)AsinB Asin§ =1

= (Icosv fsmv)AcoszAcosz (fcosv+ fsmV)As1nBAs1 £=1

2
& cosv-(cosB A cos$ -sinB Asin$ ) - sinv(cos B A cos$ +sinBAsinG) =2
< COSVA cos% - sinvA cos% = g < COSVA cos(% - V) - sinvA cos% = g
COSVA ( cosV + J— sinv) - sinvA cos 85¢ = g
Q(COSZV + CcOsVA sinv) - sinvA cosﬂ = g

f (1 -sin V + COSVA sinv) - sinvA cosB=C 2 = %
sinv A (%2 (cosv - sinv) - cos B5€ ) =0

sinv A (2 (V2 cos(Z +v) - cosB5C ) =0

(U O O

sinvA (cos$ -cosB5£) =0 < sinvA 2sin A&B=C A sin A=B+C =

& sin28ZAsinZZC Asin 28 =0,

Her er mindst en af faktorerne 0, s A= £ ellerB= % eller C= Z.
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2. metode.

Ved hjelp af det trigonometriske formelmaskineri i den almindelige trekant far vi de velkendte

formler:

sin%z /(S_bt))((:S_C) ,sin%= /(s—aa)u(:s—c) , sin%= /(s a;és—b)

Multiplikation giver ved hjelp af Herons formel og formlerne 4RT =abc og T=rA s, at

c _ (s—a)s—b)s-c) _ s(s—a)s—h)s-c)
abc sabc

T> _ T _ rs _r

" $S-4RT s-4R s-4R 4R~

sin4 AA sin$ BA sin%

De tilsvarende formler for cosinus er

A _ [S(s—a) B _ [S(s—=Dh) Cc _ [S(s=0©)
COS %5 be , COS5 " , COS> ~a
hvoraf ved lignende regninger:
c _ S
Cos5 A A cosB SAcosy = IR

Sa har vi:
C _¢inA B CcC_1
cos 5 A A cosB 5 B A cos 5 s1n A s1n A sin 5 5

o S _1 o 9Rtr=s.

4R 4R 2

Vi skal derfor vise, at AABC er retvinklet netop hvis 2R +r=s.

I. Hvis C=90° er2R=cogr=1(a+b-c)ogdermed
2R+r=c+3(@+b-c)=4(@+b+c)=s.

Il. Antag sa, at 2R + r =s. Vi skal vise, at trekanten er retvinklet. Vi har at

_a _a(l+tan2%) B A
R_sinA_ 2tan§ og r=(s-atans

Dermed er
a(l+tan> 4
—( n 2) +(S-a)tan§ =3
2tan 5

For nemheds skyld satter vi X = tan% , s& ligningen kan omskrives til

2
a(12+Xx ) tE-ax=s < a+ax +2x’s - 28 =2xs < (1-x)(a+ax-2sx)=0.
Enten er x = 1, sd tan4 = 1, hvoraf A = 90°. Eller vi har
- = — a A __Qa
atax-2x=0 < X=-—— & tany = .

Det gelder om at vise, at AABC ogsé 1 dette tilfzlde er retvinklet.

Vi omskriver sadan:
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sinA 2R-sin A

a ) ‘
= =S + =1+
b+c l+cosA  2R-(sinB+sinC) sinB + sinC =1 + cosA

A =
tan7

. 2 . 2
< 2sinBC A cosB5C =2c0s"8 < sinBE A cosB5C - cos™4 =0
Da B1C =90°-4 er dette ensbetydende med

A B-C Ay — B-C _ A
cos5 (Cos=5= -cos5)=0 _  cos=5= = cos% .

Heraf folger, at
B-C=A eller C-B=A.
I det forste tilfeelde har vi

2B=(B-C)+(B+C)=A+(180°-A)=180° sa B=90°,
1 det andet:
2C=(C-B)+(C+B)=A+(180°-A)=180° sa C=90°.

For at vise, at ligningen
a B
tan4 =
b+c

medferer, at AABC er retvinklet, kan vi maske

q
klare sagen simplere. Hvis AD er vinkelhalve-
ringslinje fra A gelder om de stykker p og q, ¢
som D deler siden BC i, at D
_ pP_b _ _ab

p+g=a og ¢ hvoraf p brc’ )

sa vi far
@y = hic b A b c

Dette medferer, at C er ret.

b.

Vi ser pa ligningen:
a+b+c =ab(a+b) +ac(a+c)-bc(b+c)

og omskriver sadan:

a3+b3+c3-ab(a+b)-ac(a+c)+bc(b+c)

=a’+b’+¢’-a’b-ab’-a’c-ac’+b’c+bc

= (a3 - ab*- acz) - (azb b’- bcz) - (azc _b%c- c3)
=a(a2-b2-cz)- b(az- bz-cz)-c(aQ- bz-cz)=(a-b-c)(a2-b2-cz).
Daa, b og cersiderien trekant, era-b -c # 0 og derfor gaelder
a@+b+c’ =ab(a+b)+ac(a+c)-bcb+c)

o (@-b-o)@-b*-c?)=0 < a’=b’+c® < AABC er retvinklet.
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