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Opgave:

a.

Lad p(x) = apx" + an_lxn'1 +---+ apx + ag veere et polynomium med hele koefficienter.
Det oplyses, at ag er ulige og at ag+ a1 +--- + an er ulige.

Vis, at p(x) ikke har hele redder.

b.
Bestem alle normerede polynomier p(x) = x" + an_lx”'1 +---+ ax + ap,
sa samtlige koefficienter ay er £1 og alle radder er reelle.

Besvarelse:

a. Polynomiet p(x) = anX" + an.iX" "+ -+ + agx + ag med hele koefficienter opfylder, at ag er ulige
ogatap+ai+---+an1+ a,erulige. Viskal vise, at p(x) ikke har hele rgdder.
Vi bemarker farst, at hvis a og b er to hele tal, sa er p(b) - p(a) delelig med b - a. Dette fgler af at

p(b) - p(a) = an(b"- a") + aga(b™*- ™) + ---+ay(b - a)
og hvert af disse led er deleligt med b - a, fordi
bk g = (b- a)(ak-l + 2% + 324+ ab¥ 2 bk-l) '
Nu er p(0) = ag og efter bemaerkningen geelder, at
p(2) - p(0) er deleligmed2-0=2 < p(2)-aperlige,
og da ag er ulige, ma p(2) veere ulige. Videre fas
p(4) - p(2) erdeleligmed4-2=2 < p(4)-p(2) erlige,

og da p(2) er ulige, ma p(4) vere lige. Sadan fortsattes, dvs. funktionsvaerdierne af de lige tal er alle
ulige.
Dernaest er
p(l)=ag+ay+---+api+a, .

Da p(1) er ulige, slutter vi ligesom far, at p(3) er ulige, p(5) er ulige osv. Dermed er
funktionsveerdierne af alle ulige tal ulige.

For negative hele tal argumenteres tilsvarende. Da alle hele tals funktionsvirdier saledes er ulige,
kan ingen hele tal have en funktionsveerdi pa 0.
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b. Lad rgdderne i et polynomium af n-te grad af den omtalte type vere ry, ro, . . ., rn. Vi har sd
X'+ an X"+ agx +ag = (x - r)(X - 1) (X - 1)
0g
0<E? 40+ +r?=(G+0,++0) =20+ 6L+ +1 1)
—a ?-2a ,=1+2= {_31 .

Her ma muligheden -1 forkastes, sa vi har

2, 2 2
ri+r +- - +ry =3.

Desuden er

..r2

n

:(rl.rz...rn)z :aOZ:]_,

Vi bruger nu uligheden mellem aritmetisk middeltal A og geometrisk middeltal G:

A>G < %(r12+r22+---+rnz)zw”/rlzrzz---rn2
3

Vi kan altsa ngjes med at se pa polynomier af hgjst 3. grad.
Tilfeeldene n =0 og n = 1 giver polynomierne

1,-1,x+1,x-1.
Hvis n = 2 har vi 4 muligheder

x°+ x + 1 med rgdderne _1i—2"/§ . x%-x+1 med rgdderne 1i;\/§
x*+x -1 med rodderne SER x*-x -1 med redderne 145 :

2 ' 2

Hvis n = 3 gaelder lighedstegnet A = G, sé alle r; er ens og lig med 1. Hver rod er alts& +1. Vi har
forskellige muligheder:
. r1 = rp = r3 = 1. Vi far polynomiet (x - 1), hvori ikke alle koefficienterne er +1.
I1. 1, =ry =r3=-1. Vi fir polynomiet (x + 1), hvori ikke alle koefficienterne er +1.
I11. Et af tallene ry , 1o, r3 er -1, de to andre 1. Vi far polynomiet

(x-1)2(x+1):x3-x2-x+1.
IV. Etaf tallene ry, ry, r3 er 1, de to andre -1. Vi far polynomiet

(x+1)2(x-l):x3+x2-x-1.

Dette udtemmer samtlige muligheder, og vi har ialt fundet 8 polynomier af den gnskede type:
1,1, x+1 , x-1, ®+x-1, x*-x-1

3 .2 3. .2
X -X"-x+1 , x+x -x-1.
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