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Opgave:

Bestem samtlige par (x,y) af naturlige tal, si x* + 3y og y*+ 3x begge er kvadrattal.

Besvarelse:

1. metode.

Da X og y er positive, kan vi skrive sddan:

x>+ 3y = (X + )
y2+3x=(y +b)’,

hvor a og b er naturlige tal. Dette ligningssystem er ensbetydende med folgende:

3y=2ax+a’
3x =2by +b* ,
og dette system har losningen
« — 2a’h+3b” y= 2b’a+3a’
9-4ab ~° 9—4ab

Da neevnerne i brekerne skal veere positive, findes kun mulighederne ab = 1 eller
ab=2. Vi har altsa

(a,b) = (1,1) giver (x,y) = (1,1)
(a,b) = (1,2) giver (x,y) = (16,11)
(a,b) =(2,1) giver (x,y) = (11,16) .

Disse muligheder opfylder betingelserne:
11°+3-16=169=13% og 16*°+3-11=289=17" .

2. metode (Sefket Arslanagi¢, Sarajevo).

Vi kan antage, at X <Y. Sa er

Y <Y H+3Xx <y H3y <y Hdy+4=(y+2) .
Altsa er
Y <y +3x<(y+2),

og da y* + 3x er et naturligt tal, ma

y+3x=@y+1Y o y+3x=y'+2y+1l < y=10x-1).

Dayy er et naturligt tal, er X ulige, sé vi setter

x=2a+1 hvoraf y= J(6a+3-1)=3a+1

August 2009 1/2

Matematik




Opgavehjgrnet Redakter: Jens Carstensen

Nu har vi, at
x> +3y=Qa+1)7?+33a+1)=4a’+13a+4 .

Dette skal veere et kvadrattal, sa der findes et naturligt tal k, sa
48+ 13a+4=K < 64a’+208a+ 64 =16k’
< (8a+13)*-105=(4k)’ < (8a+13)*- (4k)* =105
< (8a+ 13 +4k)(8a+ 13 -4k)=105 .
Nu har vi faktoroplensingerne
105=105-1=35-3=21-5=15-7.
Vi deler op 1 de 4 mulige tilfzlde.

I. Ligningssystemet
8a+13+4k=105
8a+13-4k=1
har lgsningen a = 5, k = 13, hvoraf

x=2a+1=11,y=3a+1=16,
sa
X*+3y=11"+3-16=13> , y*+3x=16"+3-11=17* .

I1. Ligningssystemet
8a+ 13 +4k=35
8a+13-4k=3

giver a = % , hvilket ikke er et naturligt tal.

I11. Ligningssystemet
8a+ 13 +4k=21
8a+13-4k=5
givera=0,k=2, sa
x=2a+1=1, y=3a+1=1
sa
X4+3y=12+3.-1=22 | y*+3x=1?+3-1=2% .

IV. Ligningssystemet
8a+ 13 +4k=15
8a+13-4k=7
giver a = -% , som ikke er et naturligt tal.

Vi har dermed fundet losningerne

xy) =11 , xy)=0L16) , (xy)=(16,11) .
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