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Opgave: 
 

a. Funktionen f opfylder for alle hele tal x, at 1 (( 1) 1 (
)
)

f xf x f x
++ = −  og at f (1) = 2. Bestem f (2009). 

b. Bestem alle reelle funktioner f for hvilke ( )1
1 3 ( )x

x x f xf +
− −= . 

 

Besvarelse: 
 

a. Vi har, at 
1 (
1 (( 1) )

)
f x
f xf x +

−+ =  

for alle hele x. Vi får, at 

1 (1) 1 (2)1 2 1 3 1
1 (1) 1 2 1 (2) 1 3 2(2) 3 , (3)f f

f ff f+ ++ −
− − − += = = − = = = −  

11
32

1 1
2 3

11 1 (4)1 (3) 1
31 (3) 1 (4)1 1

(4) , (5) 2 (1)ff
f f

f f f
+− ++

− −+ −
= = = = = = =  . 

Herefter gentager funktionsværdierne sig efter mønsteret 

f (n + 4) = f (n) . 
Altså er 

f (2009) = f (2005) = f (2001) = ⋅⋅⋅= f (5) = 2 . 
 
 
b. 
 
1. metode. Vi har, at 

                                                       1
1 3 ( )x

xf x f x+
−

⎛ ⎞ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  .                                         (1) 

Vi sætter 
11

1 3 3 1hvoraf yx
x yy x −+

− +
= =   . 

Af (1) får vi så 

                   1
3 1 3 1( ) y y

y yf y f−
+

⎛
= − ⎜

⎝ ⎠

1−
+
⎞
⎟       eller    1

3 1 3 1( ) x x
x xf x f− 1−
+ +

⎛= − ⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟              (2) 

I (2) sætter vi 
1 1

3 1 1 3hvorafz x
z xx z− +
+ −= =  . 
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Så er 
1

3 1
1

3 1

11 1
3 1 1 33 1

z
z
z
z

x z
x z

−
+
−
+

−− +
+ −⋅ +

= =  , 

så vi af (2) får 

           1 1 1 1 1
3 1 3 11 3 1 3 1 3 1 3

ellerz z z x x x
z z z x x

f f f f− + + − + +
+ +− − − −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

1
x
⎞
⎟
⎠

  .      (3) 

Nu lægger vi ligningerne (1), (2) og (3) sammen: 

1 1 1 1 1
1 3 3 1 3 1 3 1 1 3 1 3( ) ( )x x x x x 1x

x x x x xf f x f x f x f f+ − − − +
− + + + −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛+ + = − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ x

+
−

⎞
⎟
⎠

 

eller 
1 1

1 3 3 1 3 1 1 32 2 ( ) 2x x x 1 1x
x x xf f x f x+ −

− +
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ + ⋅ + ⋅ = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ x

− +
+ −

 

                     1 1 1 1
21 3 3 1 3 1 1 3( )x x x 1x

x x xf f x f x+ − −
− + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛⇔ + + = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ x

+
−

⎞
⎟
⎠

 .              (4) 

Efter (3) er 
1 1

1 3 3 1 1 3
x x 1x

x x xf f+ − +
− +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ −

  , 

hvilket indsat i (4) giver 
1 1 1

21 3 3 1 1 3( )x x 1x
x x xf x x+ −

− +
⎛ ⎞+ = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

+
−

 

3 2

2
1 1 1 9 6
2 3 1 1 3 18 2

( ) x x x x x
x x x

f x x 2− + − +
+ − −

⎛ ⎞⇔ = + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

−  . 

 
 
2. metode (Hans Christian Hulvej, Marselisborg Gymnasium). Det er klart, at f (x) ikke er defineret 
for x = 1

3  og da 

1 1
3 31 3

x
x

x+
−

1= ⇔ = −  

er den heller ikke defineret for x = - 1
3 . Vi sætter 

1
1 3( ) x

xg x +
−=  

og får for 1
3x ±  at 

1
1 3

1
1 31

1 3

1
1 3 1 2 2 1

1 3 3 3 2 6 3 11 3
( ( ))

x
x

x
xx

x
x x x x

x x x xg g x g
+
−

+
−+

−

+
− + + − −
− − − − − +− ⋅

⎛ ⎞= = = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

og 
1

3 1
1

3 1

1 41 3 1 1
3 1 3 33 1 41 3

( ( ( )))
x
x
x
x

xx x x
x xxg g g x g x

−
+
−
+

+− + + −
+ − ++ − ⋅

⎛ ⎞= = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

=  

Den givne betingelse kan skrives som 

Oktober 2009 2/3 Matematik 



Opgavehjørnet  Redaktør: Jens Carstensen  

                                                           f (g(x)) = x - f (x) .                                                (5) 
I (5) erstattes x med g(x): 

f (g(g(x))) = g(x) - f (g(x))  .                                        (6) 
I (5) erstattes x med g(g(x)) 

  f (g(g(g(x)))) = g(g(x)) - f (g(g(x)))  ⇔    f (x) = g(g(x)) - f (g(g(x)))           

                                                 f (g(g(x)) = g(g(x)) - f (x)  .                                       (7) ⇔
Nu indsættes (7) i (6): 

  g(g(x)) - f (x) = g(x) - f (g(x)) ,                                     (8) 
og (5) indsættes i (8): 

                   g(g(x)) - f (x) = g(x) - x + f (x)   ⇔    f (x) = 1
2 [g(g(x)) - g(x) + x]  .           (9) 

Heri indsættes forskrifterne for g(x) og g(g(x)) og man får 

f (x) = 
3 2

2
9 6 2

18 2
.x x x

x
+ − +

−
 

Dette er den eneste reelle funktion, der opfylder betingelserne. 
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