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Opgave:

a. Funktionen f opfylder for alle hele tal x, at f (x+1) = ﬁ ]]: 83 og at f (1) = 2. Bestem f (2009).

b. Bestem alle reelle funktioner f for hwlkef( 3) X—f(x).

Besvarelse:
a. Vi har, at
1+ f(x)
f(x+1) =
(x+1) = %)
for alle hele x. Vi far, at
1+f(1)__2__ 1+f(2) _1-3_ 1
f@)= —f@ 1-2 3, 1= “f(@2) 1+3 2
_1+f(3)_1—_§_; _1+f(4)_1+_§_ B
f(4)_1_f(3)_1+%_3 , (5)_1_f(4) _1_%_2_ f@ .
Herefter gentager funktionsveerdierne sig efter mansteret
f(n+4)=1(n).
Altsa er
f (2009) =f (2005) = (2001) = ---=f(5) = 2.
b.
1. metode. Vi har, at
X+1
2] -x-re @
Vi satter
x+1 _y-1
Y =13, hvoraf x_3y+1 :
Af (1) far vi s
y-1 x—1
(y)_3y+1 [3y+1j eller f(X)_ (3x+1j (2)
| (2) seetter vi
_z-1 o x+1
X=3—3 hvoraf z =1 ax
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Sder

z-1
x—1 _ 3411 _z+1

3x+1 3.3227111“_1—32 '

z-1\|_ z+1 z+1 Xx=1]_ x+1 X+1
f(32+lj_1—3z f(l—3zj eller f(3x+lj_1—3x f(l—3xj' (3)

Nu leegger vi ligningerne (1), (2) og (3) sammen:

X+1 x-1 x-1 X+1 X+1
f(l 3J+f(x)+f( J X — f(x)+3 — f(3x+1j+1—3x_f( j

sa vi af (2) far

1-3x
eller
. +1
2- f( +2-f(x)+2- f( )_ 3X+1 —ax
X+1 L_1fy g X+l
< f(l—SxJ+f(X)+f(3x+lj 2( 3x+1 1- 3Xj (4)
Efter (3) er
X+1 x—1|_ x+1
f(l—3x)+f(3x+lj_l—3x !
hvilket indsat i (4) giver
_1 x=1  x+1
1-3x 2(X+3x+1+1—3xj
1 x-1 x+1)_9x°—6x%+x-2
< f(x)_E[X+3x+l_l—3xj_ 18x% -2 '

2. metode (Hans Christian Hulvej, Marselisborg Gymnasium). Det er klart, at f (x) ikke er defineret
forx= % og da

1+x 1

_1 __1
1-3x 3 & X773
er den heller ikke defineret for x = % Vi seetter

9(x) =

og far for x+1 at

1+ x

1-3 _ ~ B
g(g(x)):g(1+X] X 1-3x+1+x _ 2-2x _ x-1

1-3x 1+x  1-3X—3-3X —2-6x 3x+1
1-3.
1-3x

0g

x-1

1+o—
3x+1 _ 3x+1+x-1 _4x _
9(9(g0))) = g(3x+1j _3.Xx=1  3x+1-3x+3 4 —X
3x+1

Den givne betingelse kan skrives som
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f(g(x) =x-f(x). (5)
fF(a(a(x))) =a9(x) - f(a(x)) - (6)

| (5) erstattes x med g(x):

| (5) erstattes x med g(g(x))
f(9(9(a(x)))) = 9(9(x)) - F(9(9(x))) < f(x)=9(9(x)) - f(9(9(x)))
< 1(9(9(x)) = 9(g(x)) - F(x) . ()

9(9()) - f () =9(x) - T (9(x)) , (8)

Nu indsettes (7) i (6):
og (5) indszttes i (8):

990 - F () =g(x) -x+f(x) < F(x)=F9(9(x)) - 9(x) +x] . 9)
Heri indsattes forskrifterne for g(x) og g(g(x)) og man far

9% +6X° —x+2
f(x) = )
) 18x% -2

Dette er den eneste reelle funktion, der opfylder betingelserne.
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