Opgavehjgrnet Redakter: Jens Carstensen

Svar pa opgave 270
(Maj 2010)

Opgave:

I parallelogrammet ABCD er E og F midtpunkter af AB og BC. Linjerne DF og CE skarer hinanden
iP.

Vis, at linjestykkerne PA, PB, PC og PD deler parallelogrammet i fire trekanter, hvis arealer
forholder sigsom 1:2:3: 4.

Besvarelse:

1. metode.

Gennem F og B trakkes linjer parallelle med CE. De skarer CD i L og M. En linje gennem P
parallel med BC skerer AB og CD i Q og R.
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I. Da F er midtpunkt af BC og FL||BM , er
2CL=CM =EB=DK.

Derfor er
DK=1DC , DL=DC+CL=DC+1CM =DC+ {DC ,
hvoraf
DC _ DC _4
DL 3;DC 5~
Da ADFL og ADPR er ensvinklede, er
PF_CL_DL-DC_, DC_, 4_1 0
DF DL~ DL ~~ DL =~ 5 5°

Nu har ABCP og ABCD samme grudnlinje og derfor er deres arealer proportionale med stykkerne
PF og DF, sé hvis arealet af paralelogrammet er W, er

[BPC] = 1[BDC]= L-1W =W
I1. Da ADPR og ADFC er ensvinklede, er

DP _ DR
DF DC’ @)
og efter (1) er DF =5-PF sa
DP _DF-PF _5-PF-PF _4 3)
DF DF 5-PF 5°

Da AARD og AAPD har fzlles grundlinje AD og PR || AD, er

[APD] =[ARD].
Da vi efter (2) og (3) har, at

gaelder for AARC og AABC, at

[APD] =[ARD] = 2[ADC] = 4-IW =W .
I11. Vi har, at
[BPC]=:%W sa [CPE]=2W,

og da [DFC] = %W , er
[DPC] = [DFC] - [CPF] = tW —5;W = &W .

IV. Til sidst er
— - _3
[APB] =W - [APD] - [BPC] - [DPC] = W — W — 5 W —&W =W .

Dermed er det onskede vist.

2. metode.

Vi bruger vektorregning.
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Vi satter

i=AB=DC og V=AD=BC
0g
K = [ABCD] = ‘det(G,V)‘
Vi beviser, at

[ABCP]= LK , [ACDP]=1K , [AABP]=3K ., [AADP]= %K

Forst fastleegges vektorerne DP og PC som linearkombinationer af U og V.
Vi har, at
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Nu kan vi beregne de relevante arealer:

[ABCP] Z%‘det (BC.PC)|- ‘det V.10 %\7)

L
2
[ACDP] = £|det(DC,PC) = ‘det (6,40 %\7)‘=%‘%det(ﬁ,ﬁ)+%det(ﬁ,ﬁ)‘

- :%‘0+%det(ﬁ,\7) ~1
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[AADP] = 4|det(AD, DP)| = 4|det(V, 41 - 37| = 4|4 det(V,1) - 3 et (v,V)

= :%‘édet(v,ﬁ)—O‘:%‘det(\?,ﬁ) —2K.
Endelig er
—K-(LlK+lK+2K)=23
[AABP]= K —(5K+1K+2K)=3K.
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3. metode.

Linjen DF skerer AB i H og CE skarer DA 1 G. Vi har, at AHPE og ADPC er ensvinklede. Desuden
er AHFB og AHDA ensvinklede og da BF = %AD, er

BH = 1 AH, s& AB = BH. Da E er midtpunkt af AB, er s&
EH = % AB = %CD :
Derfor er siderne i AHPE % gange sa store som siderne 1 ADPC, og derfor gelder for arealerne
[HPE] = (3)-[DPC].
Vi har, at
EH=3AB < AB=2EH ,
og da AAPB og AHPE har samme hgjde, gaelder for arealerne, at

[APB]=2[HPE]=2-(3) [DPC]=3[DPC].
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Videre er ACBE og AGAE ensvinklede, og da desuden BE = EA, er de kongruente. Altsa er AG =
CB=AD.
APCF er ensvinklet med APGD og da

DG=2-AD=2-BC=4-CF ,
er storrelsesforholdet mellem APGD og APCF som 4:1 og dermed
[PGD]=16-[PCF]. (1)
Da A er midtpunkt af DG og F midtpunkt af BC, er
[PDA] :%-[PGD] og [PCB]=2-[PCF].

Dette giver sammen med (1), at

[PCB]=2-[PCF]

1-[PGD]=1.[PDA] .

Da [PDA] =4-[PCB], er hgjden fra P i APDA 4 gange sa lang som hgjden fra P i APCB, fordi de to
trekanter har lige lange grundlinjer AD og BC. Heraf folger, at hojden fra D 1 ACDF er 5 gange sé
lang som hgjden fra P i ACPF. Da begge trekanter har sam- me grundlinje CF, er

[PDC]=5-[CPF] sia [PDC]=4-[CPF].

Da F er midtpunkt af BC, er
[PDC]=2-[CPB]. .
Ialt har vi nu fundet, at
[PDC]=2-[CPB]

[PAB] = 3-[PCD]=3-[CPB]
[PDA]=4-[PCB] .
Dette betyder, at arealerne af de 4 trekanter forholder sigsom 1:2:3 : 4.

4. metode.

Lad trekanterne BCP, CDP, ABP og DAP have arealerne X, y, Z og W som vist pa figuren. Vi vil
vise,atX:y:z:w=1:2:3:4

Dal+2+3+4=10, satter vi for at f nemme udregninger arealet af parallelogram- met ABCD
lig med 10p, hvor p > 0.
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Da linjestykkerne AB og CD er lige lange og parallelle, og da deres indbyrdes afstand, som jo er
den tilsvarende hejde i parallelogrammet, er lig med summen af hgjderne i ACDP og AABP, ery +
Z = 5p og pé analog made er X + w = 5p.

Parallelogrammet kan deles i fire trekanter kongruente med AEBC, som igen kan deles i ABCP og
det halve af AABP, og derfor er X +% z :% p, og pa analog made ses det, at %X +y :% p.

Vi har nu ligningssystemet

y +z =5p
X +w =5p
2X +z =5p
X+ 2y =5p.

Det ses umiddelbart, at

(X,y,Z,W) = (p52p’3p’4p)
er en losning til ligningssystemet og hvis dets determinant D er forskellig fra 0, er det ogsa den
eneste. Vi findet

i NS B )
[\ B e R
S = o =
oS O = O

Heraf folger, at (2) er den eneste losning til ligningssystemet.

5. metode.

Et vilkarligt parallelogram kan ved en lige affinitet (med en af parallelgram- siderne, fx AB, som
ekse) forvandles til et rektangel, og dette kan ved en ret affinitet (med samme parallelogramside
som akse og et passende forvandlingstal) forvandles til et kvadrat.

Da begge affiniteter bevarer forhold mellem arealer, og da det er velkendt, at pastan- den i
opgaven gelder for ethvert kvadrat (hvor de to linjestykker CE og DF jo stér vin- kelret pa
hinanden, og trekanterne BCE og DF er kongruente), s& galder den ogsé for ethvert parallelogram.
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