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Opgave:
Vis, at
2 2 21 23w _
cot 7+cot 7+cot 7_5.
Besvarelse:
1. metode.
Betragt ligningen
sin7x=0 .

Heri er tallene

T 2r 3

77 %97

Igsninger. Vi har, at
sin7x = 7sinx- cos®x - 35sin°x - cos*x + 32sin°x - cos?x - sin’x
< sin’x- (7cot® - 35cot’x + 210t - 1) .
Sat nu

_ krx —
X_T , k=1,2,3.

Da sin’x# 0 geelder

sin7x=0 <« 7cot® - 35cot*x + 210t - 1 =0, (1)
og sattes y = cot?x, far vi
7y*-35y°+21y-1=0 . (2)
Redderne i denne ligning er efter (1)
2 3
Y, :cot2§ YA :cot27’Z YA =cot27”

Nu er (2) ensbetydende med

7(y - y)(y-y2)(y-ys) =0 .
og i denne ligning er andengradsleddet
Tyt Yatya)
sa vi ved sammenligning med det tilsvarende led i (2) far at

T(y1+Y2+y3) =-35 < c0t2§+cot22—”+cot23—”=5 ,

7 7
| virkeligheden er formlen et specialtilfelde af den mere generelle formel
2 2 2 2 nz _ n(2n-1)

cot 2n+1+cot T +cot T 3 .

For n = 3 far vi den viste formel, mens n = 4 og n = 5 giver fglgende trigonometriske monstrer:
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2T 2 27 2 31 2471 28
cot §+C0t 9 ==+ cot 9 == 4+ cot 9 3 .

2 2 2 237 2 4r 257
cot +cot 11 == +cot 11 ==+ cot 11 —— +cot 11 =15.

2. metode.
Vi foretager en trigonometrisk tour de force og benytter formlerne

1-cos2x

, cos3x=4cos®’x—3cosx , cos4x=8cos*x—-8cos’x+1. (3)
1+cos2x

tan® x =

Vi satter v=2Z og idet cos 67” —cos % , far vi

cot?v = Cf)Sz v _ cos? \2/ , cot? 3y = 1+ cos6bv _ 1-cosv
sin“v  1-cos“v 1-cos6v 1+cosv
cot? 2y = L=c0s4v _ 8cos’v—8cos’v+2 1+4cos’v—4cos’v

1-cos4v  —8cos*v+8cos’v  4cos’ v(1—cos? V)
Dermed er

cos®v L - COSV) 1+4cos V— 4cos v

cot?v + cot?2v + cot’3v = -
1-cos v 1-cos’v 4cos® v(1—cos’ v)

4cos v+4cos? v(1+cos? v — 2cosv)+1+4cos v—4cos’v _ 12cos’v—8cos®v
4cos’ v(1—cos® v) ~ 4cos’v (1—cos?v)

Vi skal vise, at

12cos*v-8cos’v _
4cos’ v (1-cos’ v)

eller at
32cos*v - 8cos®v - 20cosv + 1 =0 . (4)
Efter (3) er

32cos*v = 4cosdv + 32cos?v - 4 0g 8c0s’v = 2c0s3V + 6CosV |
og idet 2cos’v = 1 + cos2v, er (4) er ensbetydende med
4cos4v + 32c0s%V - 4 - 2€0S3V - 6COsV - 20c0sV + 1 = 0
& 4cos4v - 2c0s3v + 12cos?V - 6cosv - 3 =0
< 4cos4v - 2cos3v + 6 + 6c0s2v - 6cosv - 3 =0

< 4cos4v - 2cos3v + 6¢0s2v - 6cosv +3=0. 5)
Nu er

COS 4V = Cos4E = —cos 3L = —cos3v ,
sa (5) er ensbetydende med
-6¢c0s3v + 6¢c0s2v - 6cosv +3=0 < 3-6(cos3v - cos2v + cosv) =0

& COS3V - COS2V + COSV = 5 (6)

0g det er dette, vi skal vise.
Da cos2v = -cos5v, kan vi omforme (6) saledes:

CosV + cos3v + cosbv = & 2sinv cosv + 2 sinv cos3v + 2 sinv cosbv = sinv . (7)

N~
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Vi benytter nu, at
2sinx cosy = sin(x +y) + sin(x - y)
sa (7) er ensbetydende med

sin2v + sindv + sin(-2v) + sin6v + sin(-4v) = sinv
&< Sin2v + sindv - sin2v + sinbv - sindv = sinv
& sinbv=sinv < sin®Z =sinZ
hvilket er sandt.

3. metode.
Vi benytter falgende formler for cotangens:
_cot’v-1 _ cot®v—3cotv
cot2v = ooty %9 cot3v= 3oty 1 (8)
Af (8) fas
2 4 2
cot4v:C°t 2v—-1_cot'v—-6cot°v+1 9)

2cot2v  4cotv(cot 2v—1)
Lad nu v=XZ hvork=1,2,3,4,5, 6. Heraf fés, at

v=kz sa 4v=krx-3v
Da cot(kz - x) = cotx for alle hele tal k, ghzelder
cotdv =-cotdv for v=K | k=1234,56.
Kombineres dette med (8) og (9) fas:

cot’ v—6cot’v+1 _ cot’v—3cotv
4cotv(cot’ v—1) 3cot’v-1

& 7(cot’v)* -35(cot’v)® + 21cot’v-1=0 for v=% | k=123 4,56. (10)
Da
cot(r —x)=—cotx ogdermed cot’(7 -X)=cot’ ,

gelder

cot? Z=cot’8Z | cot’2Z=cot’3£ og cot’3£ =cot’4£.
Vi har altsa efter (10), at polynomiet

P(x) = 7x°- 35x%+ 21x - 1
har de tre (forskellige) radder cotz%,cotz%’f 0g cot237”. Efter Vietas formler fdor sammenhangen
mellem rgdder og koefficienter i polynomier, er summen af de tre rgdder i dette tilfeelde —‘735 =5.
Vi far desuden at radderns produkt er
cot?Z,cot’ & og cot’3Z eller tan’Z-tan*2Z-tan’3Z =7 |

4. metode.
Vi seetter

cin X _ein 27 ein 37T
a=sinZ ,b—sm—7 , C=sin=t
Idet
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cot? X = cos’ x _ 1-sin®x
sin®x  sin’x
er
2 207 237 1-a® 1+b* 1-¢?
cot” Z+cot” &= +cot” F==———+=—75—+=—
a b c
_ (1-a’)b’c*+(1-bYa’c* +(1-c?a’h® _ (b’c®+a’c’+a’h’)—3a’h’c’ 1
B a’b’c? B a’h’c? C
Ved brug af additionsformlerne (eller ved at bruge en trigonometrisk formelsamling) finder vi, at
sin7x = -64sin’x + 112sinx - 56sin’x + 7sinx . (12)
Ligningen
sin7x=0
har (blandt flere) de 7 lgsninger
2 3
0,+% 4+,

Dette medferer efter formlen (12), at ligningen
-64t" + 112t 56t°+ 7t =0
har de 7 (forskellige!) lgsninger
0, tsinZ=ta , +sin¥=+b , tsin¥Z=x1c .
Nu er
-64t"+ 1126°-56°+ 7t=0 < t'-U2t°4+ 8- Lt=0 |
sa vi kan foretage falgende faktoroplgsning:
t'—L25 4 B4 Lt =t(t—a)(t+a)(t—b)(t+b)(t—c)t+c).
Parenteserne pa hgjre side ganges ud:
' -U245 4 88 Tt = t'- (a*+ b+ ¢) £+ (bc®+ a’c’ + a’b?) t°- a®b*c’t .
Dermed er
a’b’c’ = og b*c?+a’c’ +a’h’ =2,

Disse veerdier indsattes i (11):

56

-3=%_3-8-3=5.
aZbZCZ é

b%c? +a’c? + a’h?
cot? Z+cot? 2Z +cot? 3£ =
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