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Opgave:

Vis, at der for positive reelle tal a og b galder, at
1 + 1 > 2
1+2a 1+2b  ab+2

Besvarelse:

1. metode:

Vi har, at

: .11 .
1+2a 1+2b 1+2a a’+2a’%

Vi far brug for falgende ulighed for positive tal x, y og a:

2 2
l+a_ > &
X Yy X+Yy

som er sand, fordi den er ensbetydende med

y+a’x _ (a+1)’
Xy  X+y

& (y+a’x)(x+y) = xy(a+1)?
& xy+yr+atxi+aixy > alxy+xy+2axy o y’+a’x® > 2axy
o y+ax’-2axy > 0 < (y-ax)*>0.

Altsa har vi ved brug heraf, at

1,1 _ 1, 2 ()
1+2a 1+2b 1+2a a’+2a’h 1+2a+a’+2a%h
Vi skal alts nu vise, at
@+d” o 2
1+2a+a*+2a’h  ab+2 °

Vi omformer denne ulighed sadan:

2(1+2a+a’+2a’h)

2 2
2(l+2a+a” +2a b)—4a .
ab+2

ab+2

(a+1)?* > & (a-1)% >

Vi omskriver hgjre side af uligheden sadan:

2(1+2a+a’+2a’h)-4a’h—8a _2+4a+2a’ +4a’h-4a’h-8a
ab+2 ab+2

Oktober 2010 1/2 Matematik




Opgavehjgrnet Redaktgr: Jens Carstensen

_2a%—4a+2 2@ -2a+1) 2(a-1)°

ab+2 ab+2 = ab+2
Altsa skal vi vise uligheden
2 s 2@-1° S 2 S S
(a-1)° > b2 & 1> B2 & ab+2 > 2 < ab>0,

hvilket er sandt.

2. metode:

Vi omskriver uligheden saledes:
1+12a +1+12b . ab2+ 2
& 2@b+2)(1+a+b)>2(1+2a+2b+4ab)
< (@b+2)(1+a+b)>1+2a+2b+4ab
& ab+2+a’h+2a+ab’+2b>1+2a+2b+4ab

a+b+$
< ah+ab’+1>3ab < —a 21

Uligheden mellem aritmetisk og geometrisk middeltal anvendt pa tallene a, b og a—lb giver

a+b+% {71
3 —
T 2 ab'E—l )

< (ab+2)-[(1+2b)+(1+2a)]>2(1+2a)(1+ 2b)

hvilket netop er det gnskede.

3. metode:

Samme omskrivning som oven for giver, at uligheden er ensbetydende med
ab’+a’h-3ab+1>0 < ab’+(a®-3ab+1>0 . (1)
Venstre side er et andengradspolynomium i b med diskriminanten
d=(a’-3a)*-4a=a"-6a’+9a*-4a=a(a-4)(a- 1)° .

Hvis 0 < a < 4, er uligheden (1) sand, fordi diskriminanten er ikke-positiv og hgjeste- gradsleddets
koefficient i andengradspolynomiet er a > 0.
Uligheden (1) kan ogsa skrives sadan:

3ab-ab’-a’h<1 < ab(B-a-b)<1. (2)
Hvisa > 4, er
3-a-b<3-4-b<-1-b<0.

Pa venstre side i uligheden (2) er altsa de to farste faktorer ikke-negative og den tredje negativ.
Altsa er uligheden opfyldit.
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