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Opgave:

Vis, at der for positive tal a, b ogc gaelder

b3 b?
b2 &b +? > F+T+3

Besvarelse:
1. metode
Vi viser forst den i sig selv interessante ulighed
a®>  b* ¢’
- 3= >
b+C+a_a+b+c. (¢D)

Uligheden mellem aritmetisk og geometrisk middeltal giver

2 2 2 2 2
—+b>2,/ b=2a , D +c>21/b c=20 , S“trax2/%.a=2c,
b C C a a

hvoraf ved addition

L
c

% —+a+b+c>2(a+b+c)

som er ensbetydende med (1).
Nu geaelder pa grund af uligheden mellem aritmetisk og geometrisk middeltal
§ a’ a’ b? b

2
C C
= > = . =). = - >) .= = >). 2
b2+a_2 22 25 CZ+b_2 - az+c_2 —

QD

Ved addition fas

Her fés det sidste ulighedstegn af (1). Altsa har vi nu

3 2 2 2
2+b2 +a+b+c>a—+b +& +a+b+c,
¢® a c a

b b

hvilket er ensbetydende med det gnskede.
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2. metode
Vi bemerker farst, at der for positive tal x og y geelder, at

Xy 2 xy(x+y) |
fordi ved at benytte, at x*+ y* > 2xy far, at
X+ Yo = (X+ )0+ YP-xy) = (X +Y)(2xy - Xy) = XY(X +Y) .
Nu far vi ved anvendelse heraf, at

3 3 3 2
a a’+b ab(a+b) a
=+b= ==—+a , (@)
b’ b’ b’ b
og tilsvarende
3 2 3 2
Bie>24b og S+a>Sic.
c C a a

Addition giver
[
a

b° a’ b’
—2+—+—+a+b+c =—+—+=—+a+b+c,
b® ¢ a b ¢

hvilket er enshetydende med det gnskede.
Man kunne i gvrigt have opnaet uligheden (2) saledes:

a’+b’>ab(a+b) o a’+b*>a’b+ab’
a’+b® _ a’h+ab’ a’ a’

> a . px>2
i <:>b2+b LR

3. metode
Uligheden mellem aritmetisk og geometrisk middel-tal giver

2
3 3 3 2
—2+—2+b 3: 3a2~—-b < 2 +b 3.3 b=32
b> b b b? b? b

3
2. b
C

og tilsvarende

2 3 2
2tc23% b” o9 2.5 +a>3.% .
C a

QD

Addition af de tre uligheder giver

3 3 3
2-2—2+2-b—2+2-c—2+a+b+c >3.2 132 135
c a

3 2 2 2 2
o 2 —+b—+— > 2 —+b—+— + a—+b—+c——(a+b+c)
b’ ¢? a° b ¢ a b ¢ a

Her er den sidste parentes pa hgjre side positiv efter (1), sa

3 2
= {—+b—+—j 2(—+b—+—)
b> ¢® a b ¢ a

hvilket er ensbetydende med det gnskede.
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4. metode
Vi anvender Cauchy-Schwarz’ ulighed

(azhy + @by + aghs)® < (@1° + a,° + az?) (b1 + by + bs?)

hvor vi saetter

a

2
a2 b2 2 bS b2 a3 b3 CS
a P v < a4 0 L |« o L j)je Pk L
(b+c+ < (a+b+c)- b+c +a < b+c+a Zrtatal|

Her har vi ved det sidste ulighedstegn benyttet (1). Ved division pa begge sider fas det gnskede.

(a1,22,29) = (Va, Vb \c) og (bubzbs) = (af Db ove ] ,

sa vi far

5. metode
Den maske korteste version er udelukkende baseret pa uligheden (x - y)* > 0. Vi far, at

-] 2] ]

3 2 3 2 3
o (a_z_&w}(b__&mj [C__ZLH:] 0
b b c c a a

3 3 3 2 2 2 2
=S a_+b_2+c_22a_+b_+c_+ —+b—+——(a+b+c)
c b ¢ a b ¢ a

Her er den sidste parentes pa hgjre side positiv efter (1) og heraf falger den gnskede ulighed.

6. metode
Vi benytter Jensens ulighed, idet der for en konveks funktion f geelder
f (k1X1 + KoXo + k3X3) <k f (Xl) + ks, f (Xz) + ks f (X3) hvor ki+ky+ks=1

Vi benytter f (x) = x%, som er konveks og benytter

- a __ b -_Cc Xlzé x. =0 y_C
' a+b+c ' ? a+b+c ' % a+b+c’ b '™ ¢ '™ a'’

2 2 2 2
a .§+ b .g+ c E g a . E + b . g + c . 2
a+b+c b a+b+c ¢ a+b+c a a+b+c (b a+b+c {c a+b+c {a
2
2 2 2 3 3 3
P ; a_+b_+c_ S 1 . a__|_b_+c_
(a+b+c)® (b ¢ a a+tb+c (p? ¢ a2
2

1 a? b® c¢*)[a® b* ¢ a® b
Ja b ¢ jja,pb b jqga D0
c>a+b+c(bJchraJ(bJchra _b2+c2+a2 '
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Den gnskede ulighed falger, hvis vi kan vise, at
a> b ¢ 1
= 42 2 . >
[b+c+a a+b+c_1’

og dette falger af (1) ved divisionmed a + b + c.

7. metode
Uligheden mellem aritmetisk og geometrisk middeltal giver

14 3 2
1 a’ b* o 19/ a° b* c? a’
= L e > a JE | 2] =2
19{14 bz+3 c2+2 azj > 2 2 " b
Tilsvarende er

1 a’ b* c? b? 1 a b* c? c?
_— . —_—  —_— > = _— . —_  —_ >
19(2 bz+14 c2+3 azj 2 0g 19 3 b +2 +14 Z | .

Addition af de tre uligheder giver

8. metode
Vi omskriver s&dan:

Lad nu x veere et vilkarligt af tallene a, b og ¢ og lad y vere et af de to gvrige.
2
Hvisx <y,erx-y <0o0g %sl og dermed

2
Hvisx>y,erx-y>Oog%>logdermed

2

(x—y)-% >X—V .

Altsé er
2

(a—b)-§—§+(b—c)-2—z+(c—a)-;— > (a—b)+(b—c)+(c—a) =0.

Dermed er uligheden bevist.
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