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Svar pa opgave 278
(Marts 2011)

Opgave:

a. Vis, at polynomiet
p() =x°- X+ x* -+ - x+ 3
ikke har reelle rgdder. Regnemaskine ikke tilladt!
b. Om polynomiet p(x) oplyses, at

pOC+1)=6x*-x"+5
Bestem p(x*- 1).

c. Vis, at der ikke findes hele tal a, b, ¢ og d, sa polynomiet
p(x) = ax’ + bx*+ cx + d
opfylder, at p(19) = 1 og p(62) = 2.

Besvarelse:

a.
1. metode
Vi har, at

pO) =x°-x°+x -+ X -x+ 3 = x4(x—%)2+%x2(x—%)2 +%(x—%)2+

oolw

hvoraf
p(x)>3 forallex.

Altsa har p(x) ingen reelle radder.

2. metode (Asger Olesen, Tender og Anders Crone, Kalundborg)
Vi seetter

f)=x+Dp) = (C-x°+x-C+xP-x+ x+1) = X —Lx+3 .
Vihar,at f'(x)=7x"-1, s

f'(xX)=0 < x:if/zi,
f er voksende for XS—\/ZI8 og for XZQ/ZIS ,

f er aftagende for — S/% <x< E/% .

Funktionsveerdierne i de lokale ekstremumspunkter er

og dermed ses, at
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f(\/:) 3+3 $/>>0 og f(\/7) 3_38%k>0.

Derfor kan vi slutte, at f kun har en reel rod. Vi ser umiddelbart, at denne rod er x =-1 Da . f (x) =
(x + 1)p(x), betyder det, at p(x) enten ikke har reelle radder eller at p(-1) = 0. Ved indsattelse fas, at

p(-1) = 6% # 0. Altsa har p(x) ingen reelle rgdder.

3. metode (Hans Benner, Randers)
Vi kan skrive, at

px) = (C-x°+ 1)+ (- + 1)+ (- x+ 1)
Vi seetter
) =x"-x°+ 3, R)=x'-xX+31 | B =x-x+2
Saer
f'(x)=x*(6x-5) , f,'(x)=x*(4x-3) , f,'(x)=2x-1.

For f; geelder, at f; er aftagende for x < % og voksende for x > % Minimumsveerdien er

fl(%):%_g_z >0.

For f, gaelder, at f; er aftagende for x <2 og voksende for x >3. Minimumsveerdien er
3
fz(%):%—i—4 >0 .
For f; geelder, at f3 har minimum for x = % 0g
f,(3)=0".
Altsa er fi(x) + fo(x) + fz(x) > 0 for alle x, sa p(x) ikke har nogen reelle radder.

4. metode (Johs. M. Christensen, Tarm)
Vi kan skrive, at

P(X) = ()X + X+ 1) + § =q() + 3

Idet
q(x) = x(x - 1) (x* + x*+ 1)

ser vi af parentesernes fortegn, at
q(x) > 0 for x<O0eller x>1

Altsé er p(x) > 2 i disse intervaller, s p(x) ikke har nogen rgdder her.

ForO<x<1ler
~1<x-x<0 og 1<x*+x+1<3,

den sidste ulighed fordi 0 < x*" < 1.
Men s er

a)| < 3-3=3

sa p(x) > 0 i intervallet. Derfor har p(x) ingen reelle radder.
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b.
Vi har, at
p(¢+ 1) = 6x*- X+ 5=6(x*+ 1)*- 13(*+ 1) + 12 .

s& p(x) = 6x- 13x + 12. Altsa er

p(%-1) = 6(x*- 1)%- 13(x*- 1) + 12 = 6x*- 25x*+ 31 .
C.
Hvis hele tal a, b, ¢ og d med den navnte egenskab fandtes, har vi

p62)=2 , p(19) =1,
dvs.
1=2-1=p(62) - p(19) = a(62®- 19°) + b(62- 19%) + c(62 - 19)

= a(62 - 19)(62%+ 62-19 + 19%) + b(62 - 19)(62 + 19) + c(62 - 19) .

Dette er umuligt, fordi det sidste tal er deleligt med 62 - 19 = 43.
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