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Opgave:

I en skaev, spidsvinklet AABC er M, P og N midtpunkter af siderne BC, AB og AC.
Midtnormalerne gennem P og N skarer medianen AM i D og E.

Desuden skarer BD og CE hinanden i F.

Vis, at punkterne A, N, F og P ligger pa en cirkel.

Besvarelse:

Lad O veare centrum for den omskrevne cirkel i AABC. Vi har, at
ZAPO = Z/ANO =90° .

Vi vil vise, at Z/AFO =90°, thi sa er AO fzlles hypotenuse for AAPO, AANO og AAFO, sa
punkterne A, P, O, F og N ligger pa en cirkel med AO som diameter.

Vi kan ga ud fra, at AB > AC. Da PD er midtnormal for AB, er AADB ligebenet med AD = BD. Pa
samme made er AAEC ligebenet med AE = CE. Vi setter

x=/ABD=/BAD og y=ZCAE=/ACE,
sa at
X+y=A.

Sinusrelationerne i AABM og AACM giver
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BM _ AB og CM ___AC
sinx  sin ZBMA siny sinZCMA"
Nu er sin #/BMA =sin Z/CMA, s& vi ved division far

BM siny _ AB
sinx CM AC'’

og da BM = MC far vi

sinx _ AC

siny AB (1)
Sinusrelationerne i AABF og AACF giver

AF___AB_ o AF_AC
sinx sin ZAFB siny sin ZAFC '’

og division giver
AF_ siny _ AB  sinZAFC « Sinx _ AC.sin ZAFB @)
sinx AF  sin ZAFB AC siny AB-sin ZAFC °

Ligningerne (1) og (2) giver

AC -sin ZAFB _ AC . o
m— AB < sin ZAFB =sin ZAFC . (3)

I AADB er
/BDA=180°-2x sa ZEDF =2x ,
og i1 AAEC er
Z/CEA=180°-2y sd «DEF =2y.
Dermed er
/EFD =180°-2x—-2y =180°-2A,
og derfor

/BFC =180°—- ZEFD = 2A.

Da O er centrum for den omskrevne cirkel i AABC, er ZBOC = 2A, og da sa £BFC=/BOC, er
oBOFC indskrivelig. Desuden er

Z/AFB+ ZAFC =360°- /BFC = 360°-2A>180°
fordi A < 90°. Efter (3) geelder s3, at
ZAFB = Z/AFC =180°—-A .
Periferivinkler i den omskrevne cirkel for o0BOFC giver, at

/0OFB=~/0CB ,
og da ABOC er ligebenet med topvinkel ZBOC =2A, er

ZOCB =1(180°-2A)=90°-A .

Endelig er
ZAFO = ZAFB - ZOFB =(180°— A)—(90°— A)=90°,

hvilket er det gnskede.

(se figur neeste side)
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