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Opgave:

Vis, at der for positive tal a, b, c og d geelder

a b C d
b+2c+d +c+2d +a+d+2a+b+a+2b+c21

Besvarelse:

1. metode:

Vi har, at der for positive tal u, v, x og y geelder

u,v 4(uy+v;<)
Xy  (x+y)

fordi denne ulighed er ensbetydende med

uy+vx>4(uy+vx) 1. 4 o (X4VP a0y < (x—v)P>0
XY (x+y)’ Xy (x+y) (xry) =40 (x=y) =0,
hvilket er sandt.
Vi benytter dette og far
a_ ., c 5 4(a(d+2a+b)+c(b+2c+d))
b+2c+d " d+2a+b ~  (bi2c+d+d+2a+b)’
a c 4(ad +2a* +ab+hc+2c” +cd)
= + >
b+2c+d d+2a+b 4(a+b+c+d)2 ’
0g pa samme made:
b d 4(b(a+2b+c)+d(c+2d +a))
+ > >
c+2d+a a+2b+c (c+2d +a+a+2b+c)
b . d . 4(ab+2b* +bc+cd +2d° +ad)
c+2d+a a+2b+c 4(a+b+c+d)2 '
Addition giver
a . b . ¢ . d  42+20°+2c"+2d+2ab+2ad +2bc +2cd )
b+2c+d c+2d+a d+2a+b a+2b+c 4(a+b+c+d)2
_(a+b+c+d)2+(a2+b2+c2+d2—2a<:—2bd)_1+(a—c)2+(b—d)2 1
(a+b+c+d)’ (a+b+c+d)”

Lighedstegnet i uligheden galder netop hvisa=cogb =d.
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2. metode:

Vi minder om Cauchy-Schwarz’ ulighed:
(Xay1 + Xay2 + X3ys + X4Y4)2 < (X12 + Xz2 + X32 + X42)' ()’12 + Y22 + y32 + Y42) ,

hvor samtlige indgaende tal er ikke-negative. Vi satter

_ a b c d
()(1’X2’X3’X4)_£\/b+20+d ’\/c+2d +a ’\/d +2a+b '\/a+2b+cJ

(yl,yz,y3,y4):(Ja(b+2c+d) ,Jbc+2d+a) , Je(d+2a+b) , \/d(a+2b+c)) .
Sa giver CS ulighed
(a+b+c+d)zs( a b ,_ ¢ , d )

b+2c+d c+2d+a d+2a+b a+2b+c
-(a(b+2c+d)+b(c+2d +a)+c(d +2a+b)+d(a+2b+c)) .

a b c d
b+2c+d +c+2d +a+d+2a+b+a+2b+c

S (a+b+c+d)’
~a(b+2c+d)+b(c+2d+a)+c(d+2a+b)+d(a+2b+c)

Vi gnsker at vise, at

a b c d
>
b+2c+d +c+2d +a+d+2a+b+a+2b+c -

sa vi er feerdige, hvis vi kan vise, at

(a+b+c+d)’ >1
a(b+2c+d)+b(c+2d+a)+c(d+2a+b)+d(a+2b+c) ~

Denne ulighed er ensbetydende med
(@a+b+c+d)y>>ab+2c+d)+b(c+2d+a)+c(d+2a+b)+d@+2b+c)

o a’+b?+c?+d?+2(ab+ac+ad+bc+bd + cd)
> 2ab + 4ac + 2ad + 2bc + 4bd + 2cd

< a’+b?+c®+d? > 2ac+2hd
o a+c®-2ac+b’+d?-2bd >0 < (a-c)f’+(b-d’>0,

hvilket er sandt.
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