Opgavehjgrnet Redaktgr: Jens Carstensen

Svar pa opgave 301
(August 2013)

Opgave:

I AABC er D, E og F fodpunkter for hgjderne pa siderne AB, BC og AC.
Desuden er DF = 13, EF = 14 og DE = 15.
Beregn leengderne af trekantens sider.

Besvarelse:

1. metode.
Det er kendt (?) at hgjderne er vinkelhalveringslinjer i ADEF (fodpunktstrekanten for hgjdernes
skeeringspunkt). Idet H er hgjdernes skaringspunkt satter vi

u=~2FDH =Z/ZHDE , v=ZFEH =ZHED , w=ZHFE = ZHFD .

Da oFHDA er indskrivelig, er (periferivinkler i den
omskrevne cirkel):

/FAH =u , ZHAD=w ,
og da otEHDB er indskrivelig, er

/HBD=v , ZEBH=u,
og da endelig oEHFC er indskrivelig, er

/FCH=v , ZHCE=w.
Vi har, at u+ v+ w=90°.

August 2013 1/5 Matematik




Opgavehjgrnet Redaktgr: Jens Carstensen

Sinusrelationerne i ADCF giver
CO _DF
sin(90°+w)  sinv

o CD=W pE .

sinv
I AADF er
AD ___ DF ___cosw _ cosw
sin(90° —w)  sin(u +w) D= sin(90° —v) DF cosV DF .
Endelig far vi 1 ADBE, at
BD __ DE ___cosv _ Cosv
sin(90°—v)  sin(u +V) BD = sin(90° —w) DE cosW DE.
I ADEF er
COSF=COSZW:M:£ COSE=C082V=M:§
2-13-14 13 ' 2-14.15 5
B 137 +15%-14* 33
cosD =cos2u = > 1318~ 65
Sa er
COSW = \/l(1+ COS2W) = l(l+i) =3
2 2 13 3
Tilsvarende fés, at
cosv=% 0g sinv:xll—coszv=%.
5 5

Disse verdier indsattes oven for, og vi far
3 3
cD=.13-3/65 , AD=-F.13-365 , BD=-F.15-265.
N3 3
Ved lidt algebra fas derefter

&)
Bleofenbs

AC?= AD*+CD? AC=%
BC?’=CD?+BD? <« BC=13\5
AB:AD+BD:@ .

2. metode.
Dau+v+w=90°er

ZADF =90°-u=v+w=C og <ZAFD=90°-w=u+v=B.

Sa er AAFD og AABC ensvinklede. P4 samme made er ABDE og ACEF ensvinklede med AABC.
I AAFD og AABC fas

DF_AD 134D . pp.l3,

BC AC b
og i ABDE og AABC far vi
DE_DB . 15_DB _15a
ACTBC © b a © DB
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Addition giver

AB = AD + DB = %Hga o c—%ﬂ%a < abc=13b?+15a2 .

Analogt fas ved brug af de andre hjgrnetrekanter pa figuren, at
abc = 13c*+ 14a® , abc=15¢%+ 14b* .
Subtraktion af de to farste ligninger og af den farste og den sidste giver
a®=13c?-13b*> og b?=15a°- 15¢°
Ved indsattelse af den farste af disse ligninger i den sidste fas

-1
=3 ng Q)
og derefter
a= 2*/\; b. )

Endelig giver dette efter en smule algebra:

o 13b L1584 35 15. 2\13 _ 7f
b 2\/_ 3\/_ 2

Dette indsttes i (1) og (2), og vi far

bo3V5._3/5 7./65 _15/13
TT7 YTT7T T2 T2

0g

e 2\/_ _ 2413 15V13 _
3f N =13/5.

Trekanten er 'neesten’ ligesidet, idet vi tilnaermet far, at

a~29,069 , bx27,042 , c~28,218.
3. metode.
Som navnt under 2. metode er Z/ADF =C og desuden er

/BDE =90°-u=v+w=C,
og dermed i ADEF:
/FDE =180°—- ZADF — /BDE =180°-2C.

Cosinusrelationen giver derfor

2 2 2
cos D = cos(180°—2C) =13 +1> —14° _ 33

2-13-15 65’
hvoraf
—_E — in2 :—2 i ZL
cos2C = 65 < 1-2sin“C 65 < sinC \/%.

P& samme made er

3 s 2
COSE=—-Cc0s2A== sa SinA=——
5 J5

0g
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COSF =—cos2B== si sinB=-—s_

13 NER

Punkterne D, E og F ligger pa nipunktcirklen for AABC, og dennes radius R er halvt sa stor som
radius R; i den omskrevne cirkel i AABC. Arealet T af ADEF fas af Herons formel til

T?=s(s-d)(s-e)(s-f)=21:(21-14)-(21- 13)-(21- 15) = 84° s& T=84.
I ADEF har vi, at
ART =def < 4R-84=131415 < R=%2.

Altsd er R, = 2R =% . Sinusrelationen i AABC giver derefter

65 2 ; 65 3 154/13
a=2R -sSinA=—-—+-=13 , b=2R .sinB=="2.2_ ===
A 2 5 5 & 2 i3~ 2
65 7 _ 7+/65
c=2R,-sinC= =—.

2 /65 2

4. metode (Nermin Hoti¢, Nodinge, Sverige).
Ved hjelp af figurens vinkler ser vi pa nogle ensvinklede trekanter:

ABHA og AEHF : Vi setter malforholdet til x = [BHA] : [EHF]
AAHC og ADHE : Vi satter malforholdet til y = [AHC] : [DHE]
ACHB og AFHD : Vi satter malforholdet til z = [CHB] : [FHP] .
Desuden setter vi p = FH. Sa er
AB=14x , BC=13z , AC=15 , AH=px , CH=pz .
Pythagoras i AAHF og ACHF giver
F= () -p° < AF=pdx’-1
F>=(p2)?-p> <« CF=pJz°-1.

Vi ser nu, at
AC = AF +CF = p(\/x2 _1+72 —1) .
Pythagoras i AABF giver
F? = (14x)° —( p«/ﬁ)z =196x° — p*x* + p* ,
og i ABCF fir vi

F? =(13z2)° —( p/z? —1)2 =169z° — p°z° + p°.

Af disse ligninger falger, at
196x% - p?%° + p? = 1692%- p?2+ p* < x*(196 - p?) = 2°(169 - p?)

2
Z7=X- 196_—p2 . (3)
169-p
Vi har, at AHCF og AABF er ensvinklede, sa
CH _ AB pz__14x . ,__ 14 4)

= IS
FH AF P pdxt1 odx 1
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De to sidste ligninger giver

2 4
x_ _ . [19 DI § 196-169 L. )
o -1 169 p p\ 196-p

Ved at seette (5) ind i (3) far vi

,_ 1, [196-169- p' 196-p° 1 [196-169-p°
p\ 196-p> 169-p> P 169—p®
I ADEF er H centrum for den indskrevne cirkel, fordi H er skeeringspunkt for vinkelhal-
veringslinjerne. Lad R, S og T veere rgringspunkter for den indskrevne cirkel pa siderne som vist.

Radius i cirklen er r og vi satter ER =t. Lige lange tangentstykker giver sa efter tur, at
ET=t, DT=DS=15-t, FR=FS=14-t.

Dermed er
13=FD=FS+DS=14-t+15-t=29-2t ,

hvoraf t = 8. Herons formel giver, at arealet af ADEF er 84. Da den halve omkreds er
s=21,er
84=rs o r=%=4.

IAFHRer FR=14-8=6 0g RH =4, s&

p=FH =+6°+4% =52 .

Dermed er efter (5):

(- L [196-169-52° _ /65
J52 19652 4

hvoraf
AB =14x = @ .
Vi far, at
pyx2—1=+/52- %—1:% ,

sd at (4) giver

765 2

l1=—— = \/g .
2 7013
Heraf fas
BC =13z =135.

Endelig er AC = p(\/xz _1+J22_1):J5_2.[\/%+2J:15«2/1_3.

Bemarkning. Det er muligt at foretage en generalisation: Hvis sidelengderne i ADEF betegnes d, e
og f og den halve omkreds er s :%(d +e+ f), gelder

d-f e d-e . e-f
e AT e - BT Eee
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