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Opgave:

Vis, at der for positive reelle tal a, b og ¢ gaelder

a b C
2a+b+2b+c+20+a =

Besvarelse:

1. metode
Vi viser farst, at der for reelle tal a og b og positive tal x og y geelder

a’ n b® > (a+b)’ . (1)
X y X+Yy
Uligheden er nemlig ved almindelig bogstavregning ensbetydende med
a’y+b’x _ (a+b)*

v 2 xay & (a2y+b2x)-(x+y)2xy-(a+b)2

& alxy+b*x* +a’y? +b’xy > a’xy+ 2abxy +b’xy
& alyP+b*x* >2abxy < (ay—bx)zzo,

hvilket er sandt. Lighedstegnet geelder netop hvis ay - bx = 0, dvs. 2 = % .

Dernaest viser vi, at der for reelle tal a, b og ¢ og positive tal x, y og z gaelder

a? b? ¢® _ (a+b+c)’
a b, @rbro @

2
X2 y 22 - X+y+1

Ved brug af (1) har vi nemlig

2 2 2 2 2
a_+b_+c_ > w.FC_

X 'y z = X+y z
0g benyttes (1) endnu en gang, er

(a+b)2+i S (a+b+c)2_

X+y z X+y+2Z

Lighedstegnet gaelder netop hvis & = % =<,

Nu ser vi pa den givne ulighed. Vi omskriver den saledes:

2a+b-b , 2b+c—-c , 2c+a-a b c a
< - 41— _ <
2a+b 2b+c 2c—a <2 < 1 2a+bJr1 2b+c+1 2c—a_2
b c a a’ b? c?
>1 >
2a+b  2b+c 2c+a < a2+2ac+b2+2ab+c2+2bc
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Her bruger vi uligheden (2), sa vi far
a’ b? o (a+b+c)’ _(a+b+c)® _
2 + 2 + 2 = 42 2 2 - 2
a“+2ac b°+2ab c°+2bc a"+b"+c"+2ab+2ac+2bc (a+b+c)

Dermed er det gnskede bevist.

2. metode
Vi bruger brutal algebra og ganger med fallesnavneren:

a b c
2a+b+2b+c+2c+a -

< a(2b+c)(2c+a)+b(2c+a)(2a+b)+c(2a+b)(2b+c) < (2a+b)(2b+c)(2c+a)

< 3abc—-a’c-b’a-ch<0 <« ab(c—-b)+bc(a—c)+ca(b—a) <0 .

Pa grund af symmetrien kan vi antage, at a < b < c¢. Vi har, at
bc(a-c)=bc(a-b+b-c)=bc(a-b)+hbc(b-c),
sa (1) er ensbetydende med
ab(c-b)+bc(a-b)+bc(b-c)+calb-a)<0

< be(c-b)-ab(c-b)+bc(b-a)-ca(b-a) >0

< (c-b)(bc-ab)+ (b-a)bc-ca) >0

< b(c-b)(c-a)+c(b-a)b-a)>0.
Denne ulighed er sandt, fordi alle seks faktorer er ikke-negative.

3. metode
Vi far, at
a b c 1 1 1
< <
2a+b 2btc 2c+a L= 2+%+2+%+2+% <1
Vi seetter
x=8, y=¢,62=2,

sa xyz = 1. Uligheden far nu udseendet
1 1 1
2+x+2+y+2+z N

S 2+y)(2+2)+(2+2)2+X)+(2+x)2+y) < 2+x)(2+Y)(2+72)
& 12+4x+4y+4z+xy+yz+xz2 < 8+4y+4z+ 4X+ 2yz + 2Xy + 2XZ + XYz

& 12 < 8+xy+xz+yz+xyz & 4< xy+yz+xz+1l
& Xy+xz+yz > 3.

Uligheden mellem aritmetisk og geometrisk middeltal anvendes pa tallene xy, yz og xz:

W >3xy-yz-xx o xy+yz+xz>33xPy’z? =3,

Dermed er (2) opfyldt.

1)

(2)
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4. metode
Som under 2. metode fas, at

3abc—a’c—b’*a-c’h < 0 < 3abc< a’c+b’a+c®h .

Uligheden mellem aritmetisk og geometrisk middeltal giver

2 2 2
3
Wzafazc.bza.czb < a’c+b’a+c’h>abc,

hvilket er det gnskede.
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