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(November 2013)

Opgave:

APQR er en vilkarlig trekant. Uden for trekanten afsettes punkterne A, B
og C, sa

/PQC=/PRB=45° , ZQPC=/RPB=30° , ZAQR=/ARQ=15°.

Vis, at AABC er retvinklet og ligebenet.

Besvarelse:

1. metode
Vi angiver fgrst en lgsning med syntetisk plangeometri.
Vi foretager en drejning pa 90° om A i positiv omlgbsretning, sa R fares over i S. Sder AR = AS =

AQ. Vi har, at ZQAR=150°, s ZQAS =60°, og da AS = AQ, er AQAS ligesidet. Heraf falger
ZSOQR = ZSQA—- ZRQA =60°—-15° =45°,

Da AARS er ligesidet og retvinklet, er ZARS =45°, s4 ZQRS =30°. Dermed er APCQ og ARSQ

ensvinklede, sa
QC _ QP
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Nu er

ZCQS = /PQS +45° = /PQR,

0g da forholdet mellem de sider, der i ACQS danner ZCQS og de sider, der i APQR danner ZPQR
efter (1) er det samme, er ACQS og APQR ensvinklede. Dette medferer, at

Cs _CQ 2)

PR™PQ’
og da APCQ og APBR er ensvinklede, er
CQ_BR
PQ PR’ @)
Altsa er efter (2) og (3):
CS _ BR

PR PR’
sd CS = BR. Som navnt oven for er ACQS og APQR ensvinklede, s3 £CSQ = ZPRQ, hvoraf
/CSA=/CSQ+ /QSA=/CSQ+60°= /PRQ+60° = /PRQ +45°+15° = /BRA..
Nu har vi fundet, at
ZCSA=/BRA , SC=RB , SA=RA,

og dermed er ACSA og ABRA kongruente. Sa falger, at AC = AB og £SAC = ZRAB.
Altsa er
Z/BAC = ZBAS + ZSAC = ZBAS + ZRAB = ZRAS =90°.

Dermed er det gnskede bevist.
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2. metode
Vi viser dernast en (ikke sa elegant) trigonometrisk lgsning.
I AQCP er
cp___QC __PQ
sin45°  sin30° sin105°
hvoraf
_ PQ-sin30° _ 2-PQ-sin15°-cos15° ., 5~ 4o
Q== = cos15° =2:PQ-sin15®,
0g
PC = PQ_- sin 215 _ PQ _
sin75 J2-cos15°
I AAQR far vi
AQ___ QR _QRSINIS oo inge
sinis ~sin1s0e & AQTTgngee  — 2 QR-sINIST=BR.
I ABPR er
PB _ PR _ PR:-sin45° _ PR
sin 45° - sin105° < PB= sin 75° B \/E'COS].SO .

Endelig far vi ved hjalp af cosinusrelationen i i AACQ:
AC? = CQ? + QA? + 2-CQ-QA-cos(Q + 60°)
= 4-PQ?%sin*15° + 4-QR?-sin’15° - 2-2-PQ-sin15°-2-QR-sin15°-cos(Q + 60°)
= 4-5in?15°-(PQ* + QR?- 2-PQ-QR-(c0sQ-c0s60° - sinQ-sin60°))
= 4.5in?15°-(PQ? + QR?- PQ-QR-(cosQ - /3 inQ))
PQ® + QR? — PR?
2-PQ-QR
=4.5in*15°-(4(PQ* + QR® + PR?) +2T+/3) .

:4-sin245°-(PQ2+QR2—PQ-QR- +PQ-QR-sinQ-ﬁj

Her er T arealet af APQR.
I ABRA er
AB? = BR? + AR? — 2-BR-AR-Cos(R + 60°) |

og efter treelse regninger magen til ovenstaende, opnar vi
AB? = 4~sin215°-(%(PQ2 +QR?+PR?) + 2T\/§) .

Dermed er vist, at AB = AC.
Nu far vi i APBC:
BC? = PC*+ PB?- 2-PC-PB-cos(P + 60°)
. PQ? PR? PQ PR
= : + > -2 .
2c05°15°  2c0s°15°  [2.c0s15° /2 -cos15°

-cos(P +60°)

1 2 2
-1 . (PQ?+PR?-2-PQ-PR-cos(P +60°
2c0s®15° ( Q Q ( ))

=—~% . (PQ*+PR*-2-PQ-PR-(cos P-cos60° —sin P-sin 60°))
2cos”15°
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o (P R x50
cos”15°
= 1215 .(PQ2 +PR?-PQ-PR-cosP ++/3-PQ-PR-sin P))
cos”15°
1 2 2_pQO. .PQ2+PR2_QR2 .
~ 2c0s%15° (PQ HPRPQPR T po PR +2f3T
- 200312 15° (%(PQZ +PR*+QR?) +2T\j§)
- 4cos12 15° ( PQ* +PR” +QR" +4T\/§)
Nu er
AC? + AB? = 4-5in?15°- (PQ? + QR? + PR? + 4T</3) ,
og da endelig

+ =4sin%15° ,
4cos” 15°

er AC? + AB? = BC?, s& den omvendte Pythagoras fuldender beviset.

3. metode
Vi betegner sideleengderne i AABC og APQR med a, b, c og p, g, r. Desuden satter vi

I AQCP er

ogiAPBRer

x=AQ=AR , y=RB, z=BP , t=PC , u=CQ.

u r

_ r
sin30° _sin105° < Y= 2¢in105°

y q q

sin30° _sin105° < Y= 2sin105°

| den ligebenede AQAR er

1
O_Lp _ p _ p
COsIS® =" & X=500615° ~ 2sin105° °
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Vi saetter

K= 2 081057 °

sd x =kp, y =kq og u =kr.
Cosinusrelationen i AAQC giver

b% = x? + u? - 2xu-cos(60° + Q) = k*(p? + r - 2pr-cos(60° + Q))

= k*(p® + r? - 2pr-cos60°-cosQ + 2pr-sin60°-sinQ) .
Heri indsaettes

2 2 2
_p+r —-q
cosQ = 27 ,
sa vi far
b2:%kz(p2+q2+r2+2pr\/§-sinQ) : (4)
Cosinusrelationen i AARB giver
c? = %% + y? — 2xy-c0s(60° + R) = k*(p? + q°- 2pg-cos(60° + R))
= k*(p® + ¢ - 2pg-cos60°-cosR + 2pq-sin60°-sinR)
Heri indsaettes
2 2 2
COSR = b +q -r ,
2pq
sa vi far
c2:%kz(p2+q2+r2+2pq\/§-sinR). (5)
Altsa far vi ag (4) og (5), at
b® —c? =%k2(2prx/§~sinQ—2pq\/§-sin R)
= bz—cz:kzpﬁ(r-sinQ—q-sinR) , (6)
og da sinusrelationen i APQR giver
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_r __9 .sinO =q-si
SNR _Sin0 < r-sinQ=q-sinR
giver (6), at
b®>-c?=0 < b=c.
Dermed er AABC ligebenet.
Derefter viser vi, at AABC der retvinklet. I APQC fas

t _ u _
sinds° _sin30° < t=uV2,

og 1 APBR er

z Y _
sind5° _sin30° < Z_y\ﬁ'

I ACPB giver cosinusrelationen
a? =t + 7% - 2tz-cos(60° + P) = 2u® + 2y* - 4uy-cos(60° + P)
< a?= 2k%(r*+ g?- 2rg-cos(60° + P)) . (7)

I APQR er

2, .2 2
cos P _a+r-p ,
2qr

0g nar dette indsattes i (7) fas
a = 2k® (r* + g° - 2rg-cos60°-cosP + 2rg-sin60°-sinP)

o = KPP+ P+ rP+ 2gr/3sinP) . (8)
Af (4), (5) og (8) far vi
b2+c2—a2:k2ﬁ(pr-sinQ+ pg-sinR—2qr-sinP). 9)
I APQR betegner vi med R radius i den omskrevne cirkel, sa sinusrelationen giver
inP=_P_  sino=_%9  sinr=_"_
sinP = 2R, sinQ 2R, sinR 2R,

A (9) far vi

2 2 a2 _ 2 9 _r P _
b +c"—a” =k x/s_’(pr ZRO+pq 2R, 2qr ZRoJ 0.

Dermed er b? + ¢® = a2, hvilket medforer, at AABC er retvinklet med A = 90°.
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