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Opgave:

Lgs inden for de komplekse tal ligningen

[2-f2+4]=|2+[2-4).

Besvarelse:

1. metode
Vi saetter z = a + ib og benytter i det falgende, at | x+iy|=x"+y* . Ligningen er enshetydende med
la—|z+1+ib|=|a+|z-1+ib| < (a—|z+]4)2 +b? :(a+|z—]4)2 +b?
< (a-|z +]1)2 =(a+|z—]4)2 < a-|z+l=+(a+|z-1) .
Vi deler op i tilfeelde.
l. a—|z+1]=a+|z-1].
Her er ligningen
—|z+1=|z-1.
Her er ingen lgsninger, da venstre og hgjre side ikke samtidig kan blive 0 og venstre side er ikke-
positiv mens hgjre side er ikke-negativ.
1. a—|z+1=-a—|z-1].

Ligningen er
2a=|z+1-|z-1] < 2a=|a+1+ib|-|a-1+ib]

& 2a=.(+a)’ +b? —/(a-1)>+b? . 1)

Hvis a = 0 far vi

J1+b% —\1+b2 =0,

sa alle tal af formen z = ib er lgsninger, dvs. alle imaginzre tal.

Lad s& a = 0. Vi multiplicerer ligningen (1) med \/(l+ a)’ +b’ +\/(a—l)2 +b* pé begge sider, og
far

2a(J(1+ a)’ +b? +f(a—1)’ +b2): (1+2)% +b? — (a—1)2 —b?

o Za(\[(1+ a)’ +b° +J(a-1)’ +b2):4a
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o J@+a)y+b% +y(a-17+b* =2. )
Addition af (1) og (2) giver

2a+2=2«/(1+a)2+b2 = 1+a=4/(1+a)2+b2. (3)

Subtraktion af (1) og (2) giver

2a-2=-2(a-1)?+b* < l-a=./(1-a)*+b? . 4)

Af (4) ses, at a > 1 ikke giver nogen lgsning og af (3) felger, at a < -1 ikke giver nogen lgsning.
Hvis —1<a <1, giver (3) og (4) lesningen b = 0.
Den oprindelige lignings lgsninger er altsa

z=a (-1<a<l) og z=ib

dvs. reelle tal i [-1;1] samt rent imaginere tal.

2. metode

Vi har, at
2 2
lz-|z+1=|z+]z2-1| < |z-|z+1" =|z+]z-1".
For komplekse tal geelder, at |z|2 =z-7,savifar

(z—|z+ﬂ)-(§+|z—ﬂ):(z+|z—ﬂ)-(i+|z—ﬂ)
S z-E—(z+Z)|z+]4+|z+]f:Z-Z+(z+2)|z—]4+|z—]42
= |z+]42—|z—142=(z+§)(|z+]4+|z—]4)
e Z+)E+)-z-DE-)=(z+2)(|z+1+|z-1)

e 2Az+2)=z+7)(z+]+[z-1) < z+2=0 v [z+U+[z-1=2.

Den farste ligning har lgsningerne z = bi, hvor b R,
dvs. samtlige imaginere tal.

Tallene |z+1 og |z—1] angiver afstandene fra det

komplekse tal z til de reelle tal -1 og 1. Vi ser pa en
figur, at summen af disse afstande kun kan veare 2,

211 hvis z ligger i intervallet [-1;1] pa den reelle akse.

|z+1]
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