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Opgave:

Vis, at der for positive reelle tal a og b gaelder

2
(a+2b) +azb >aJb+bva.

Besvarelse:

1. metode.

Efter uligheden mellem aritmetisk og geometrisk middeltal (A-G-uligheden) gaelder
i(2a®+1b)>2a’-ib < 2a’+3b>2a\b,
og tilsvarende
2b?+1a>2bya .
A-G-uligheden giver desuden

1(2ab+1b)>f2ab-1b < 2ab+ib>2bVa,
og tilsvarende
2ab+3a>2a\b.

Addition af disse fire uligheder giver
2a® +1b+2b? +1a+2ab+ib+2ab+1a > davb +4bya
o 2a*+2b%+b+a+4ab > 4avb +4bJa
< 2(a?+b?+2ab)+a+b > 4aVb +4bJa

2
S (a+2b) +_azb > ab+ba .

2. metode.

Uligheden er ensbetydende med
aTer-(a+b+%)z (ﬁ—l—%)

Efter A-G-uligheden er

Jab-
Jab

\

a+b
2

savi far
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aTJ“b-(a+b+%) >\Jab-(a+b+3).
Vi gnsker derfor at vise, at

@-(a+b+%) > @-(\/EJM/E)

eller at
a+b+1> a++b .

Denne ulighed er ensbetydende med

= (Va-3) +(¥b-4) =0,

hvilket er opfyldt.

3. metode.

Vi har, at

Nu er (se neden for)

savi far

2
@b axb s p Jgp.Nardb o pibya

For god ordens skyld foretager vi omskrivningen
a;bz‘/g;‘/g o J2(a+b) >Va+vb < 2a+2b>a+b+2Jab
= a+b—2@20 = (JE—«/E)ZZO,

hvilket er sandt.

4. metode.

Vi viser gennem en reekke ensbetydende omskrivninger, at uligheden er a&kvivalent med en ulighed,
der ses at veere opfyldt for alle a, b > 0. Undervejs benyttes, at a, b > 0 og til sidst den generelle

ulighed 3 ++>2, som geelder for alle x, y > 0.
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Vi begynder med at gange dem givne ulighed med den positive faktor aib

(a+2b)2 a+b>af+bf - 2(a+b) a;)b24a£;b4bﬁ
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Denne ulighed er opfyldt for alle a, b > 0, fordi farste led mindst er 2- 2% og de to sidste led er ikke-

negative.
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