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Svar pa opgave 333
(Oktober 2016)

Opgave:

AABC er retvinklet med C = 90°.

) 1 1 1 C
Vis, at 2c+a+b ct2atb ctat2b - 2ab’

Besvarelse:

1. metode
Vi har, at ¢ = a® + b® > 2ab og far
c(2c+a+b)=2c*+c(@a+b)>2c>+c-c=3c* > 6ab,
c(c+2a+h)=c?+c(2a+h) > 2ab+ 2ab-2y/2ab =6ab .

Her har vi benyttet,atp + q > 2«/pq med p = 2a og q = b. Endelig er
c(c+a+2b)=c?+c(a+2b) > 2ab + 2ab-2y/2ab =6ab .

Altsa er
1 + 1. 1 _ c N C N C
2c+a+b c+2a+b c+a+2b c(2c+a+b) c(c+2a+b) c(c+a+2b)
<_C c c __¢
=Bab  6ab  6ab 2ab’
2. metode

Det geelder, at

c>y2ab , a+b>2/ab , 2a+b>2J2ab , a+2b>22ab ,
sa vi far
1 n 1 " 1 < 1 " 2
2c+a+b c+2a+b c+a+2b 2m+2@ @Jrg 2ab
1 n 1 n 1 < 1 1 n 1 2
2c+a+b c+2a+b c+a+2b \/ﬁ 2+J§ muz

1 1 1 1 1 2
< . =l
2cta+b ct2atb cia+t2b [2ab (2+\E+3j ' (1)
Ved hjalp af lidt algebra far vi, at

1 _,2_10-32 1 fogi 10-3/2<6 o 4<3/2=I8.
2+\/§ 3 6
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Altsé er

1 [ 1 +gj< 1 _2ab _ ¢
J2ab \2+442 3) Jeap 2ab T 2ab’

sa vi af (1) far det gnskede.
3. metode

Lasningen mellem aritmetisk og geometrisk middeltal giver

2c+a+b >3%2abc , c+2a+b>332abc , c+a+2b> 33 2ahc.

Dermed er
1 1 1 3 1
2c+a+b c+2a+b c+a+2 - 3Yomo  Yoabs )
Nu er
¢’ = (a® +b?’ > 4a’h® |
hvoraf
42 < ¢ o 8a%®<2abe' o —— < % :
2abc  8a’b
sd at
1 .
m 2ab

og det gnskede fas af (2).
4. metode

Uligheden mellem aritmetisk og harmonisk middeltal giver

4 < P+g+r+s
1 1 1,1 — !
stgtrts 4
hvoraf
1 1 _gtetatg
2c+a+b c+c+a+b ™ 16 '
11 _gtati+g
c+2a+b c+a+a+b ™ 16 '
1 __ 1 _ctitp+th
c+a+2b c+a+b+b ™~ 16
Dermed er

1 1 1 1(4 4 4 111 1 1
< |2y S syt
2c+a+b+c+2a+b+c+a+2b_16(a+b+cj 4(a+b+cj'
Vi omskriver saddan

1(1 1 1 1 1 [ a%+b? 7 2
4[5+b+cj 4abC(ab+c(a+b)) _4abc( 5 +C«f2(a +b)j

4abc£ ij 4ab[ +J—j<4ab 3B
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5. metode (Asger Olesen, Tgnder)

Vi benytter, at (x +y)? > 4xy, fordi denne ulighed er ensbetydende med (x - y)* > 0. Vi far, at
(2c+a+h)y’=(@a+c+b+c)>>4@+c)b+c)

1 _2c+a+b o _ 1 1_(1+1j> 1

2 (@+o)b+c) ~ 2c+a+b  4'|la+c b+c)” 2c+a+b’

Tilsvarende er

1 1 1 1 1 1 1 1
1, > =. >
4 (b+a+c+a)_c+2a+b o9 4 (a+b+c+b]_c+a+2b'

Addition giver

1 + 1 + 1 Sl- 1 1 + 1 1 1 + 1
2c+a+b c+2a+b c+a+2b 4 {a+c b+c b+a c+a a+b c+b

1 1 1 1 1 1 1
< =.
2c+a+b+c+2a+b+c+a+2b -2 (a+c+b+c+c+a)
Det er derfor nok at vise, at

1 + 1 + 1 <L
a+c b+c c+a ab

Denne ulighed er ensbetydende med

(b+c)(c+a)+(a+b)(c+a)+(a+b)(b+c) - ¢
(a+b)(b+c)(c+a) ab

a2+b2+cz+3(ab+bc+ca)< c
(a+b)(b+c)(c+a) 2ab ’

=

Ved hjalp af uligheden mellem aritmetisk og geometrisk middeltal fas

(a+b)(b+c)(c+a) < 2/ab - 2bc - 2\/ac =8abc |
hvoraf
1 <1
(a+b)(b+c)(c+a) ~ 8abc

a’+b®+c®+3(ab+bc+ca) _ a’+b®+c’+3(ab+bc+ca)

< @+b)b+o)c+a) 8abc

Vi kan derfor ngjes med at vise, at

a2+b2+02+3(ab+bc+ca)<£
8abhc ab’

Denne ulighed omskrives ved ensbetydende regninger og vi benytter undervejs, at trekanten er
retvinklet:

a’ +b” +c? +3(ab+bc +ca) .

2 2 2 2
Babe 5 & 2 +b°+c”+3(ab+bc+ca) <8¢

< 3(@b+bc+ca)<6c® < 2(ab+bc+ca)<4c?
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o (a+b+c)?-a*-b*-c?<4c® < (a+b+c)?<6e?

o a+tbtc<c6 o 2+4241<6 < sinA+cosA<6-1

o J2-sin@d5e+A) <6-1 < sin(45°+A)<*/3§‘1z1,0249,

hvilket er sandt.
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