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Svar pa opgave 334
(November 2016)

Opgave:
B
a. I den retvinklede AABC er C = 90° og BC = 1.
Punktet Q ligger pa AC, sa CQ = 1. P
Den vinkelrette pa CA i Q skaerer AB i P, sa 1 J3
PA = 3. X
Bestem PQ. c —

b. 1 AABC er C = 120° og punktet D ligger pa AB, s AD =2 og DB =1 0g CD = 3.
Bestem arealet T af AABC.

c 120
N
A 2 D 1 B
Besvarelse:

a. Vi setter PQ = x. Da QA = \/3—x* og APQA og ABCA er ensvinklede, er

2 1+ [3_42 - X+Xx/3—X2=\j3_X2 - (1_X),f3_)(2=x. (1)

X 1

Kvadrering giver
B-x)1-2x+x)=x> < x*-23-x2+6x-3=0. 2)

Denne ligning ser jo noget ufremkommelig ud. Regnemaskine giver imidlertid, at x = 0,618034,
som vi (straks!) genkender som @ - 1, hvor @ er det gyldne snits forhold. Vi kunne sa (lidt treels)
kontrollere ved at udregne

(®-1)*-2(D-1)3-(P-1)>2+6(P-1)-3

og vise, at vi far 0 som resultat. Dette er dog utilfredsstillende og smager af magi. Desuden er
regnemaskine jo ikke et tilladt hjeelpemiddel!
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| stedet seetter vi QA =y, sa

X*+y?=3, 3) >
og ensvinklede trekanter giver nu ligningen (1) =]
udseendet
1 V3
y_1l+y _ X
=TT XHx=y - -
& y-—X=Xy. C T a y A

Kvadrering giver
X2+ y2-2xy = (xy)?
og efter (3) far vi
3-2xy=(xy)> < (xy)>+2xy-3=0,
og da x 0g y er positive, giver dette xy = 1, s& y=1. Dermed er

y-x=1 & 1.x=1 & xX¥+x-1=0 < x:%(ﬁ—l).

Ligningen (2) kan i gvrigt omskrives sadan:

+x-1)(-3x+3)=0 < x*+x-1=0 < x=%(«/§—l).

b.

1. metode
Lad P vare midtpunkt af AB og lad midtnormalen til AB skeere den om- skrevne cirkel i L som vist.
Projektionerne af C pa OL og AB er F og E.
Vi saetter
CE=FP=x og CF=EP=y.

SderAP =3 ogPD = $.DaC =120° er ZAOB=120° og ZAOP =60°.
I den retvinklede AAPO er

- no_ AP AP
sin60 “oa & OA_sin60°_

3 2 _
E'ﬁ—\/g,

s8OA=0B=0C = /3.
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....L...
C 120° y F
by X \/5
AL
E 2
O
I ACED er
ED?+EC?=CD? < (y+i)+X =3 < y’=3-x-y-1, (4
og 1 AOPB er
— 2 2 _ _ N3
OP=yOB?-PB? =,[3-9="¢ .
I ACOF er

(OP + PF)2+CF2=0C? < (§+x)2+y2 -3,
og ved hjeelp af (4) er dette ensbetydende med
34X +x3+3-x—y-1=3 < y=x3+1.
Dette indsattes i (4):
(xﬁ+%)2 +x3=3-x—xf3-1-1

& 3 +i4xB=-x-xB3+2 o 4x*+2x3-2=0

o 2% +xf3-1=0 & x=@.
Sder

_1 ppyolaa1-\3 _3( a7
T=3-AB-x=53-31 _8(J1_1 J§)

2. metode
Som i 1. metode ses, at £ AOB =120° og ZAOP =60°. Sa er AAPO en

30°-60°-90°-trekant, og da AB = 3, er AP = 2 og dermed OP = @ og OA = J3.Da OA er radius i

cirklen, er OC = OA = \/5
Nu er OC = DC, sa C ligger pa midtnormalen for OD, som har fodpunkt i midtpunktet F af OD.
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Vi har, at

PD=PB-DB=3-1=-1,

og da kateteforholdet OP : PD er «/5 er AOPD en 30°-60°-90°-trekant, sa OD =1 og OF = FD =
1

5.
Lad CF skeare AB i G. Da £POD = ZFGD (vinklerne har ortogonale vinkelben) og PD = £ og

FD = 1, er AGFD og AOPD kongruente og dermed er GF = 33 . I ADCF far vi s&
FC?=DC?-DF?=3-1=4 s§ FC=:1
DaGF=0P= ¢ er
CG=FC-GF= —\/1_12_\/5 .

Da ACGE er en 30°-60°-90°-trekant, er
CE=1CG =—“/1_14‘*/§ ,

og dermed
_1pg.cE<l.3.M11-V3_3( f7_
T=5-AB-CE=33-= _8(\E J3).

3. metode
Vi seetter v= ZADC. I AABC giver cosinusrelationen

9=a?+Db%-2ab-c0s120° < a’+b?+ab=9. (5)
I AADC far vi

b2=4+3-43 -cosv < b?>=7-4/3-cosv . (6)
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1 ACDBer ~CDB =180°-v, sa

a2=3+1-23.cos(180°-v) < a2 =4+2+/3-cosv . @)
Arealet T af AABC er
T =1ab-sin120°=Lab .
Arealerne af AACD og ABCD er
[ACD]:%-Z\@.sinv , [BCD]=1% 3-1.sin(180°—v)=§sinv.
Altsa er
@ab:\/@sinv+§-sinv < ab=4sinv+2sinv=6sinv. (8)
Af (6) og (7) fas
a?h? = (7—4\/§cosv)-(4+2\/§cosv):28—2\/§cosv—24coszv ,
og af (8) fas
a%b? = 36sin?v = 36 - 36c0s%V ,
sa
28— 2./3cosv—24cos’v=36-36c0os’V <> 6c0s’V—~/3cosv—4=0
Py COSV:M_
12
Da cosv er positiv, er
cos?y = 3+99+24/3:4/09 _17++/33
144 24 '
09
2y g 17433 _7-4/33
1-cos’v=1 TRt et
Efter (8) er nu
_ VBB sy 33 3B Ty 33 [7-433
T_Tab_T-65|nv_Tsmv_T~ 1-cos V—T~ —n
Vi har, at
2 2
(\/1_1—\/5) =14-233 4 7—@:%(@—%) ,
og dermed
2
r_3f J(LVS) a5 Vi _3( g7 )
2 224 2 43 B8 '
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4. metode
Projektionen af C pa AB er F. Vi satter

v=/ZACF , t=FD , h=CF ,
saAF=2-tog LFCB=120°-v.IAFDC er

h+t2=3 << h=+3-1%.

c 120°
b a
v h _
V3
A ‘ B
2-t F t D 1
I AAFC og AFBC er
tanv_T og tan(120 _V)_T'
Sa far vi
o_ oy _ _tanv+tan(120°—v)
tan120° = tan(v + (120 V))_l—tanv-tan(120°—v)
2-t 1+t h(2 1+1)
h h —t+1+t
& —\83=—1——7F— & —43=
B3 1_2-t 1+t V3 h? - (2-t)(1+1)
h h
2
o -3 o _fB= 23\/3—t :
h*—(2-t)(1+t) 3-t"-2-2t+t+t
2
PN —J§=313_‘tt o Bt-1)=33-t.
Dat > 1 er dette ensbetydende med
3(t-12=9(3-1) < 20-t-4=0 t=1+:1/§.
Dermed er
(2 _34+233 _17+33 og 3 12 7-33
16 8 8 '
sa
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