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Opgave:

De komplekse tal a, b og ¢ opfylder ligningssystemet
(a+b)(a+c)=b
(b+c)(b+a)=c
(c+a)(c+b)=a.

Vis, at a, b og c er reelle.

Besvarelse:

1. metode

Lad
P(X)=x3-sx?+gx-p

veere polynomiet af 3. grad med rgdderne a, b og c. Sa er
X3 -sx2+qgx—p=(x-a)x-b)(x-c),
hvoraf de tre Vietes former:
s=za+b+c,g=ab+bc+ca, p=abc.
De tre givne ligninger omskrives til

a?+ab+ac+bc=b < sa+bc=b
b2+ab+bc+ca=c < sh+ca=c (1)
c°’+ca+cbh+ab=a < sc+ab=a.

Addition af disse ligninger giver
s@a+b+c)+bc+ca+tab=a+b+c
& P+Q=s < (Q=s-s%.
Ved multiplikation af ligningerne (1) med henholdsvis a, b og ¢ far vi

sa’ + abc = ab

sb? + abc = bc

sc? +abc=ac ,
0g addition af disse ligninger giver

s(@®+b?+c?)+3p=q < 3p=s-s?-s(@+b’*+c? . (2)
Nu er
a?+b?+c’=(a+b+c)®-2(ab+bc+ca)=s’-2q ,

sa vi af (2) far
3p=5-52-5(s?-20)=s-52-5>+2sq=5-5°-53+25(s-5%) =-3s> + % +5
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hvoraf
p=3(-3s°+s*+9) ©)
De tre givne ligninger omskrives til
(s-c)(s-b)=b
(s-a)(s-c)=c
(s-b)(s-a)=a,

og multiplikation af disse giver
((s - a)(s - b)(s - ¢))> = abc
< [$*-(a+Db+c)s?+ (ab + be + ca)s - abc]? = abc
o (°-s*+gs-p)*=p
< [(s-5Y)s- 1(-3*+s2+5)]P= 1(-3s°+5% +5).
Et orgie i kedsommelig algebra forvandler denne ligning til
s(s+1)*(4s-3)=0

Hviss=0,erq=s-s?=0og efter (3) er p =0, s& P(x) = x> med redderne a=b =c = 0. Altsd er
a, b og c reelle.
Hviss=-1er
q=s-s°=-2 og p=3i(3+l-1)=1

sd P(x) = x3 + x2 - 2x - 1. En tabel over funktionsverdier er:

X |2 1012
PX)[-1 1 -1-17

De tre rgdder a, b og c er altsa reelle og ligger i intervallerne 1-2;-1[, ]-1;0[ og 11;2[.
Hvis endeligs = 2 er

_g_g2-3_9_3 1 327, 9 3|1
47575 747156716 % p_s( 364+16+4j 64 '

(B

hvoraf
P(X) =X —2x* + & x—& =& (64x° —48x* +12x—1) = & (4x-1)° .

Her er de reelle reddera=b=c= .

2. metode

Vi traekker den anden ligning fra den farste og far

(@a+b)(a+c)-(b+c)b+a)=b-c < (at+b)(a-b)=Db-c. 4)
Analogt fas ved parvis subtraktion af de gvrige ligninger:
(b+c)(b-c)=c-a og (c+a)(c-a)=a-b. (5)

Hvis to af tallene a, b og ¢ er ens, far vi af disse ligninger, at alle tre tal er ens. Det oprindelige
ligningssystem er da
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2a-2a=a < 4a’=a < a=0va=1i.
Antag s, at der ikke findes to ens tal blandt de tre. Multiplikation af ligningerne (4) og (5) giver
(atb)(@a-b)b+c)b-c)c+a)c-a)=(b-c)(c-a)a-h)
< (a+b)(b+c)(c+a)=1.
Hvis vi benytter de oprindelige ligninger, far vi
bb+c)=c(c+a)=a@+hb)=1. (6)
Hvis et af de tre tal a, b og c er reelt, fx a, er

sa ogsa b er reel. Derefter er ogsa c reel.
Antag s, at ingen af de tre tal er reelle. To af tallene

arga, argb , argc

ligger i et af intervallerne ]0;x] eller Jm;2n[. Antag, at det drejer sig om tallene arga og argb. Sa vil
ogsa (vektor)summen a + b have et argument i det samme interval og der- med har vi efter (6):

arga < arga + arg(a +b) =arga(a +b)=argl =0

i strid med, at arga ligger i ]0;x] eller |m;2n[. Antagelsen om, at ingen af de tre tal er reelle er
dermed falsk. Mindst et af tallene er derfor reelt og efter ovenstaende er sa alle tre reelle.

3. metode

Vi seetter
Xx=a+b+c , y=ab+bc+ca , z=abc. 1)
Ligningssystemet omskrives til

a=(c+a)(c+b) < a=c’+ab+bc+ca < a=c’+y
b=(a+b)a+c) < b=a’+y (2)
c=(b+a)b+c) < c=b’+y.

Ved addition fas
x=a+b+c=a?+b?+c?+3y. (3)
Desuden fas
ab = (c + a)’(a + b)(b +¢)
bc = (a + b)%(b + ¢)(c + a) (4)
ca=(b+c)Pb+c)c+a),
hvoraf ved addition

y=ab+bc+ca=(a+c)la+b)(b+c)-[c+tat+ta+b+b+c]

=(c+a)(a+b)(b+c) 2x. (5)
Vi har, at
x>=(a+b+c)>=a’+b%+¢?+2(ab + bc + ca) ,

og ved hjelp af (5) omformes dette til

X=x-3y+2y < Xe=x-y. (6)
Videre er
Xy-z=(a+b+c)(@ab+bc+ca)-abc.
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Ved udregning af begge sider af lighedstegnet kontrolleres, at

(@+b+c)(ab+bc+ca)—abc=(a+b)(b+c)(c+a),
sa vi har, at
(@t+b)(b+c)c+a)=xy-z. (7)
Af (5) og (7) far vi
y=(Xy-2z)-2x. (8)
Ved multiplikation af ligningerne i (4) far vi ved hjalp af (7) og (8):
a%h’c?=(c+a)*(b +c)*(a+b)* <« abc=[ab+bc+ca]?

2
< abc=(xy-2)°?= (2_yx) : 9)
Her forudseettes x = 0.
Antag nu, at x =0, dvs. at a + b + ¢ = 0. Det oprindelige ligningssystem far udseendet

-c-(-b)=b bc=b
-a-(-c)=c eller ac=c
-b-(-a)=a ab=a .

Lasningerne er (a,b,c) = (0,0,0) og (a,b,c) =(1,1,1). Da x = 0 forkastes den sidste mulighed.
Antag sa, at x = 0. Af (6) far vi
y=X-Xx2, (10)

2 2 2 2
() 5] -

De fundne udtryk for y og z indsattes i (8):

og af (9) falger

x_x2=2x~(x-(x—x2)—ﬁl_—4"ﬁj e 1-x=2(x*1-x-31-%°). (12

Her er x =1 en lgsning. Hvis x = 1 fglger af (10) og (11), aty =0 og z = 0. Af (1) felger, at to af
tallene a, b og ¢ er 0. Men sa viser ligningssystemet (2), at a = b = ¢ = 0. Dette strider imidlertid
imod, at x = 1.
Antag derfor, at x # 1. Af (12) far vi
1=2(x*-1(1-X) < X -i+ix=3 o x=-1lvx=2.

Vi far af (10) og (11), at

Xx=-1 giver y=-20gz=1

x=3 giver y=2 og z=% .
Vi har, at

(u-a)u-b)(u-c)=ud-(@a+b+cu’+ @b +bc+ca)u-abc=u-xu>+yu-z .

Hvis (a,b,c) er en lgsning til det oprindelige ligningssystem, er a, b og ¢ radder i poly- nomiet
Pu)=ud-xu’+yu—z.

Vi gennemgar de to muligheder.

I. (x,y,2) = (-1,-2,1). Her er
Pu=ud+u’-2u-1.

Vi finder tabellen over funktionsveerdier:
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u |2 -1 0 2
PU)|-1 1 -1 7

Altsa findes en rod i hvert af intervallerne ]-2;-1[, ]-1;0[ og ]0;2[, dvs. tre reelle lgsnin- ger, sa a, b
og c er reelle tal. VVed at gere prgve, kan man efterse, at de faktisk er lgsnin- ger.

1. (xy.2) = (3.5, %) Her far vi
Pu)=u’-3u*+3u—-4=(u —%)3 ,
sa + er tredobbelt rod. Altsd era=b =c = %. Vi efterprover, at disse tal er lgsninger til det
oprindelige ligningssystem.
| alle tilfeelde har vi fundet, at a, b og c er reelle tal.

4. metode

Hvis b = 0 ser ligningssystemet sadan ud:

aa+c)=0
ca=c
(ct+a)c=a.

Vi ser pa den farste ligning. Hvis a = 0 giver den anden ligning, at ¢ = 0. Hvis a + ¢ = 0, giver den
tredje ligning a = 0 og dermed far vi igen af den anden ligning, at ¢ = 0.

Altsa geelder, at hvis en af de ubekendte er 0, er ogsa de to andre 0. Dermed er (a,b,c) = (0,0,0) en
lgsning.

Antag sa, at hverken a, b eller ¢ er 0. Ved division far vi

a+c_b 0g a+b_c
b+c ¢ a+c a

Her er det narliggende at bruge substitutionerne a=s-cogb =t-c, hvors, t = 0. Sa far vi

sc+c _tc sc+tc _ C
= — Og —_— =,
tc+c ¢ sc+C s
hvoraf
s+1 _ s+t _1
t+1_t 9 S17s
Den farste ligning giver, at
s=t?+t-1,

hvilket indsat i den anden farer til

t24t—1+4t 1

e p i o 43—t —4t+1=0 < (t-D(t>+4t>+3t-1)=0.
+t-1+ +t—

Hvist=1ers=1,sda=b=c. Ligningerne forvandles til
4a=a < a=1,

ideta = 0. Dermed fés lsningen (a,b,c) = (%.%.%).

Ligningen
+4t2+3t-1=0 (1)
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har tre reelle lgsninger. Da's =t? + t - 1, er ogsa s reel. Det oprindelige ligningssystem ser sadan ud:

(sc+tc)-(sc+c)=tc (s+t)-c-(s+1)=t
(tc+c)-(tc+sc)=c & (t+1)-c (s+t)==
(c+sc)-(c+tc)=sc (s+1)-c-(t+1)=s.

Dermed far vi

c— t _ 1 _ S
o (s+t)(+D)  (t+D(s+t)  (s+D(t+1D)

De tre braker er ens pa grund af sammenhangen s = t? + t — 1. Vi far ved indsattelse af de tre reelle
veerdier for t tre reelle vaerdier for ¢ og dermed er ogsa a = sc og b = tc re- elle.
Ligningen (1) har i gvrigt lgsningerne

t:%[Zﬁ-cos(%Arccot‘Tﬁ)—ﬂ , t:%[Zﬁ-sin(%Arctan§+%)—4} :

t= %[Zﬁ-sin (%Arctan @)—4} .

5. metode

Vi seetter

Xx=a+b ,y=a+c,z=b+c.
Vi far heraf, at

2a=X+y-z , 2b=x-y+z , 2c=-xt+ty+z.

Ligningssystemet er nu ensbetydende med

2Xy =X-y+12
2X2=-Xx+y+z
2yz=X+y-17 .
Af den farste lignings fas
Z=2xy-xX+Yy,
hvilket indsattes i de to andre:
2X2Xy -X+Y) =X+y+2Xy-x+y &  (2-1y=x(x-1) , @
0g
2Y(2Xy -X+Y)=X+Y-2Xy+X-y & (2xX+1)y*=x . (2)

Vi antager, at 2x>-1 # 0ogat 2x + 1 = 0. Af (1) fas
(2x%-1)-y? =x3(x - 1)? ,
og heri indseettes (2), idet vi forudseatter x = 0:

(2x% —1)%- ZXX+1 =x*(x-1)? < (2x*-1)? =x(2x+1)(x-1)? . (3)

Hvisx =0ery =009z =0 og dermed er (a,b,c) = (0,0,0) en reel lgsning.
Ligningen (3) omskrives til

AP+ 1-42 =2 +X)(x2-2x+1) < 2x*+3x3-4x%-x+1=0
& (X-DE+2x2-x-1)=0 .
Lasningen x = % givery =z = %,sd (a,b,c) = (4,%,%) er en lgsning til ligningssyste- met.
Polynomiet
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f)=x3+2x>-x-1

har tre reelle rgdder i intervallerne ]-3;-2[, ]-1;0[ og ]0;1[. Hver af disse indseettes i (1):

og derefter sammen med y-veerdierne i
Z=2xy-X+Yy,
sd y og z ogsa er reelle. Endelig er som naevnt
a=x+y-z , 2b=x-y+z , 2c=-x+ty+z,

sd a, b og cer reelle.
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