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| nedenstaende besvarelse er der problemer med manglende ~ (hat) over visse vektorer.
Evt. papirkopi kan rekvireres hos Jens Carstensen.

Opgave:

| AABC afsattes kvadrater udad pa hver side. |
vinkelrummene mellem kvadraterne tegnes
: parallelogrammer som vist.
\ ~ Paden farste figur er hvert parallelograms yderste
— vinkelspids forbundet med midtpunktet af det
N modstaende kvadrat.
R Pa den anden figur er midtpunktet af hvert
T parallelogram forbundet med midt- punktet af det
modstaende kvadrat.
Pa den tredje figur er midtpunktet af hvert
parallelogram forbundet med det fjerneste
sidemidtpunkt i det modstaende kvadrat.
Vis i hvert af de tre tilfeelde, at forbindelseslinjerne
gar gennem samme punkt.
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Besvarelse:

1. metode

Vi bruger analytisk geometri og seetter
A (0,0) , B(2b,0) , C(2a,2¢).
Med betegnelserne pa figuren kan vi sa let finde koordinaterne neden for.
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D(2c+2b,2b-2a) , E(2a+2c,2c+2b-2a) , F(2a-2c,2a+2c) ,
G(-2c,2a) , H(0,-2b) , K(2b,-2b) , L(2b+2c,-2a) , M (2a, 2c + 2b) ,
N(-2c,2a-2b) , P(a-c,a+c), Q(a+b+c,b+c-a), R(b,-b),
S(2b+c,-a), T(2a,2c+b) , U(-c,a-b) , X(2c+ta+b,2b-2a+¢c) ,
Y(a-2c,2a+c), Z(b,-2b).

Med disse betegnelser kan man sa med et passende matematikprogram bestemme ligninger for de
omtalte linjer og eksakt udregne koordinaterne til deres skaringspunkter. Derved konstateres det, at
de tre og tre gar gennem samme punkt.
Vi demonstrerer alligevel de regninger, der viser, at linjerne MR, LP og NQ gar gennem samme

punkt. De er i modsatning til, hvad man skulle tro, gennemfarlige med handkraft.
Det ’lgbende’ punkt X pa MR kan med parameteren p fremstilles som
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AX =(1-p)AM + pAR =(1-p)-(2a,2c+2b) +p- (b, -h) .
Pa NQ er det Igbende punkt Y med parameteren g fremstillet ved
AY =(1-q)AN+qAQ =(1-q)-(-2c,2a-2b)+q-(@a+b+c,b+c-a),
og endelig er det lgbende punkt Z pa LP med parameter r fremstillet ved
AZ=(01-r)AL+rAP =(1-r)-(2b+2c,-2a)+r-(a-c,a+c) .
Ved udregning far vi

AX =(2a-2ap+bp, 2c+2b—2cp-3bp) ,
AY =(-2c+3cq+aq+bg , 2a—2b—3ag+3bg+cq) |

AZ =(2b+2c+ar—2br —3cr , —2a+3ar +cr) .
Vi gnsker at finde parameterveerdier p, q og r, sa X, Y og Z falder sammen. Koordinaterne til
AX 0g AY skal derfor vare ens, s vi far ligningssystemet

2a-2ap +bp=-2c+3cq+aq+hbq
2c+2b-2cp-3bp=2a-2b-3ag+3bg+cq,
der omskrives til
p(b-2a)+qg(-a-b-3c)=-2c-2a
p(-3b-2c)+q(3a-3b-c)=2a-4b-2c.

Ved determinantmetoden og ved at holde tungen lige i munden undervejs, far vi lgsningen (p,q) =
(3.3)-
Vi benytter, at de to andenkoordinater for Wogﬁ er lige store og far

2a - 2b - 3aq + 3bq + cq = -2a + 3ar + cr,
og ved indsattelse af q = £ fas r = £. Ved indsattelse af p=q =r = % i koordinatudtrykkene for
AX,AY 0g AZ fas, at linjerne LP, MR og NQ skeerer hinanden i punktet med koordinaterne

(3a+%b,%c). Viser, at
— = [2b 2a 2a+2b
AB+AC_(Oj+(ZCj_[ - j
sa det fundne skaringspunkt har stedvektoren
1(AB+AC) .
2. metode

Vi giver dernast en euklidisk lesning til den forste figur. | ANAH er AH =AB =cog NH = AG =
AC =b. Vi har, at ZHAG =180°— A og i parallelogrammet tGAHN er sa /NHA= A. Dermed er
AABC og AHAN kongruente.

[ ABLK er BK = AB = c og KL = BD = BC = a. Desuden er /KBD=180°—B sa vi

parallelogrammet oBKLD far, at #/BKL = B. Altsa er AABC og ABKL kongruente.
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Heraf folger, at AHAN og ABKL er kongruente, s Z/HAN = #BKL. Desuden er AR = RK og
Z/HAR = /BKA, sd vi far

ZNAR = ZHAN + ZHAR = /BKL+ /BKA = /RKL.

I ANAR og ALKR har vi fun- det, at
E ZNAR = /RKL
AR=RK , KL=AN.

Derfor er ANAR og ALKR kongruente.
Altsd er NR = RL og ZARN = ZKRL, og
D daA, R ogK ligger pa linje gaelder det
samme for N, R og L. Der- med er MR
: median i ALMN.
Y P/ Analogt er NQ og LP medianer i ALMN.
............. De tre linje gar derfor gennem samme
) : punkt.
Gl Nar dette resultat er kendt, kan vi
g L selvfglgelig kontrollere ved at benytte
koordinatsat- tene oven for. Medianernes
skeeringspunkt i AABC har koordinaterne

NE 1((0,0)+(2b,0) + (2a,2¢)) = 1 (2a + 2b, 2¢)

T
Ne
-~

og medianernes skaringspunkt i AMLN
har koordinaterne

1((2a,2c+2b) +(2b+2c,—2a) + (-2c, 2a—2b) ) = 1 (2a+2b, 2c).

Vi har altsa som yderligere resultat fundet, at medianernes skaringspunkt i AABC og i AMLN falder
sammen.

3. metode

Lad m1, m2 og ms veere rette linjer (ikke to parallelle)
med retningsvektorer u,vogwog lad A, B og C vare

faste punkter pa m1, m2 og ms.

Antag, at linjerne gar gennem samme punkt P og at
koordinatsystemets begyndelsespunkt er O. Sa geelder
for passende verdier af parametrene r, s og t:

OP=OA+ri
OP=0B+sV |,
OP =0C +tWw .

Skaringspunktet mellem m; og m opfylder
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OA+ri=0B+5sV .
Skalaer multiplikation med v giver
OA-V+rii-V=0B-V+5sV-V

& ri-v=AB-vV

—_
A

v-AB

V-u
Her er v-u = 0 fordi m; og m; ikke er parallelle. Altsa er

= =

OP =OA+L 2B

—=u.
v-u

Da desuden P ligger pa ms er

CP-w=0 < (@—(f)w:O N [@\+V"ALBU—(TJ-W:O

o CAw+l B(G~W)=O. (1)

Dette giver at

Uw=-—i-v < 4W__1
u-v
sa betingelsen (1) kan skrives:
CA-w=AB-V. )

Lad os se pa den anden figur, hvor vi skal vise, at linjerne UQ, TR og SP gar gennem samme punkt.
Vi seetter

R

a=CB , b=AC , C=BA.
s& b=—a—¢. Dermed far vi

UG - AG—AU = AC+CO—AU —b+3CD—4 AN

TR=AR-AT =} AK ~AC—CT =3(¢-¢)-b-3CH
=4(¢-¢)-(-a-¢)-3(a+b)=-=a+ic+¢.

Vi finder, at UQ+SP+TR =0,
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og efter (2) gar de tre linjer UQ, TR og SP gennem samme punkt hvis

TR-TQ=SP-QS .
Vi far, at

SP-@=(—%a+%6+é+6)-(%é+%6): 33.6+18.6+1a° +1¢8°.
Dermed er vist, at UQ, TR og SP gar gennem samme punkt.

Vi overlader beviset for, at de tre linjer i den sidste figur gar gennem samme punkt til de udmattede
lesere.
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