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Opgave:
a. Tallene a, b og c er positiveoga + b +c = 1. Vis, at

3 3 3
A+ 2b T > L
a’+a+1 b%+b+1 c?+c+1 13

b. Tallene a, b og c er positive oga + b + ¢ = 3. Vis, at
(3 -2a)(3 -2b)(3 - 2¢c) < a%h?c?.

Besvarelse: ny version 15/6-2017

a. Vi ser pa funktionen

f(x)=

X2+ x+1
De afledede er

f _ x* +2x% +3x° £ (%) = 6x(x+1)
0= (% +x+1)? 09 1(0= (% +x+1)°
Forx>0er f"(x) >0,sof(x)er konveks. Efter Jensens ulighed er

@ , b ~3.(3f(@)+1 f(b)+1 F(0))
a’+a+1 b?+b+1 c?+c+1

1y3 1
b 1) — (3) — 27 _ 1
=3 f(a+ +C) 3.f(3)_3.(%)2+%+1_3'é+%+1_ﬁ'

b. Vi antager, at a < b < ¢ og seetter

x=3-2a,y=3-2b,2z=3-2c.

Vi ser, at
X+y+z=9-2(@a+b+c)=3
og at
y+z=6-2(b+c)=6-2(3-a)=2a , x+z=2b , x+y=2c.
Nu er

(3-2a)(3-2b)(3-2c) < a%’c® <« xyz< i(y+z)*-i(x+2)%-1(x+y)?
& 6Axyz < (Y + 2% (x + 2)X(x +Yy)?

og det er denne ulighed, vi skal vise.
Vi kan forudseette, at X, y og z er ikke-negative. | almindelighed gelder for reelle tal p, g og r, at

p*>+q*+r? > pq+qr+pr,
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sa vi far
(Xy + Xz + y2)? = x3y? + X222 + y222 + 2xyz(x + y + 2)
> XY-XZ+Xy-yz+Xz2-yz+2xyz(x +y +2) =xyz(x +y +z) + 2xyz(x +y + 2) ,
hvoraf
(Xy + Xz +yz)? > 3xyz(x +y + z) = Oxyz . 1)
Dernaest omformer vi fglgende ulighed
X +Y)x+2)(y+2) 2 8(x+y+2)(Xy +xz +yz) )
& XY XY X+ X2+ Y2 +yz-6xy2 2 0. (3)

Nu er i almindelighed p? + g > 2pq, s&
y\/§2+ z\&z:xy2+x2222xyz
(yx) +(2x)
X y2+ z yZ:x2y+22y22xyz
(¥ +(2y)
x\/E2+ yﬁ2=x22+y2222xyz.
(2] +(yV2)

Addition af disse tre uligheder giver, at (3) er sand. Af (2) far vi ved hjeelp af (1):
BL(x +y)’(x + 2)*(y +2)° > BA(x +y + 2)°(xy + Xz + yz)?

> 64(x +y +2)%- 9xyz = 64- 81xyz ,
hvoraf
(y + 2)?(x + 2)%(x + y)? > 64xyz,

hvilket er den gnskede ulighed.
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