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Opgave:

Lad a, b og ¢ veere reelle tal, sa ab + bc + ca = 1.

2 2 2
(a+2b) +1+(b+zc) +1+(c+2a) +123.
c°+2 a“+2 b*+2

Vis, at

Besvarelse:

1. metode

Vi har, at
c2+2=c’+ab+bc+ca+1=(c+a)c+bh)+1.

Uligheden kan derfor skrives sadan:

(a+b)* +1 (b+c)” +1 (c+a)’+1
(c+a)c+b)+1 (a+b)(a+c)+1 (b+a)b+c)+1

Vi seetter
x=a+b,y=b+c,z=a+c,
sa uligheden nu er

2 2 2
§211+§zii+iy1123' (0
Nu er
0<2yz<y?+22 , 0<2x2<X*+7% , 0<2xy < X2 +y? ,
og vi far
X+l y*+1 241, X+l y2+1 72 +1
yz+1 xz+1 xy+17 Ly*4iz241 1x3+12%41 1xP+3yi+4l
2 2 2 2 2 2
< );zii+§zi:ll+)z(yiiz2.y2+xl:212 +1+2'X2+yl+-|_212+1-'-2.x2 +Zl++;-2+1
Vi saetter

p=x2+1,q=y*+1,r=22+1,
og far, at hgjre side kan skrives saledes:

2. P 0. 4 1o T
q+r p+r p+q

Den kendte Nesbitts ulighed for positive tal p, q og r er
b, 9 .. I »
qg+r p+r p+q

N
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Altsa er
P 40 9 4o T >3
g+r p+r p+q

og dermed er den gnskede ulighed vist.
2. metode

Vi benytter betegnelserne fra 1. metode og skal bevise uligheden (1). Hvis

yz+1>0,er
WXL (Y2 +D)(22 +1) < yRz2+1+2yz < yPzR4+yP4z2+1

& 2yi<y+? & (y-2)°=20,

hvilket er sandt. Hvis yz + 1 < 0 er uligheden ogsa sand. Vi far sa

x+1+y +1+z +1 X2 +1 N y?+1 2’ +1
yz+1 xz+1 xy+1 \/(y +1)(z° +1) \/(x +1)(z* +1) \/(X +1)(y* +1)

X2 +1 y +1 72%+1 p q r
+ + > + + :
yz+1 xz+1 xy+1 \/q_r /pr /pq

Uligheden mellem algebraisk og geometrisk middeltal giver, at

<~

1

_(p+q+r]2i/p‘q'r
3\Jar  Jor \Jpa ) \ar Jer \Jpa
> 3.3/ A

R TN A i [

2 2 2
X +1+y +1+z +123_
yz+1 xz+1 xy+1

og dermed er

3. metode (Walther Janous, Innsbruck)

Vi minder om Cauchy-Schwarz ulighed for positive tal:
(albl + aohy + a3b3)2 < (8.12 + azz + asz)(blz + b22 + b32) .

Vi veelger at seette

o TEL e RS RSN SN

q
s vi far
2 2 2

(U+v+w) < (—+V— W

2
+—]~(p+q+r) o UV w

p g T p+gq+r —p q r°
Hvis vi satter
u=a+b,v=b+c,w=c+a,p=c?+2,q=a%+2,r=h*+2,

far vi vurderingen
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(a+b+b+c+c+a)’ <(a+b) (b+c)® +(c+a)2
a’+b’>+c?+6 ~ c*+2  a’+2  bp*+2
4(a+b+c) <(a+b) (b+c) +(c+a)2
a’+b?+c?+6 ~ c?+2  atf+2 b*+2

Daab+bc+ca=1er
4(a+b+c)® _ 4a’+8ab+8hbc+8ca+4b” +4c?

a’+b’+c*+6 a’+b’+c*+6
:4(a2+b2+c2)+8:4_ 16
a’+b*+c’+6 a’+b*+c’+6
Dermed er
4_ 16 < (a+b) (b+c) (c+a) @)
XA +C16 12  alr2 042
Vi minder om uligheden mellem harmonisk middeltral H og algebraisk middeltal A for tre positive tal:
H<A < ? 1$X+y+z e —2 < l+l+;,
xty+3 3 X+y+z X y z
hvoraf
9 1 1 1
< + + . 3
a’+b*+c®+6  a’+2 b’+2 c°+2 @)
Addition af ulighederne (2) og (3) giver
4— 27 < (a+b) +1 (b+c) +1 (c+2a) +1. @)
a’+b’+c*+6 c?+2 a’+2 b*+2
Vi benytter den kendte ulighed for positive tal:
a’+b’>+c?>ab+bc+ca, (5)

Q

sa
a?+b2+c2>1.
Af (4) folger sa

7 <4_ 7 (a+b) +1 (b+c) +1 (c+a) +1

3=4- <
1+6 a?+b?+c? +6 c?+2 a’+2 b%+2

hvilket skulle bevises.
For god ordens skyld viser vi uligheden (5):

a?+b’+c?>ab+bc+ca < 2a%+2b*+2c?-2ab-2bc-2ca >0
& a?-2ab+b?+b?-2bc+c?+a?-2ac+c? >0
< (a-b)2+(b-c)?+(c-a? >0,
hvilket er sandt.

4. metode (Palle Bak Petersen, Hillerad)

Cauchys ulighed for ikke-negative tal er

(X1y1 + XaY2 + Xay3)? < (X12 + X2® + X32) (Y12 + y22 + y3?) .

X, = @+b®+1  _ [b+o)’+1  _ [(c+a)’+1
cc+2 7 a’+2 = ° b>+2

Vi seetter
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y,=NC?+2 , y,=+a’+2 , y,=vb*+2 .

(\/(a+b)2 +1+\/(b+c)2 +l+\/(c+ a)? +1)2

2 2 2
S((a+b) +1+(b+c) +1+(c+a) +1

240 2240 72 J-(c2+2+a2+2+b2+2) (6)
For nemheds skyld sztter vi

2 2 2
U :(a+2b) +1+(b+zc) +1+(c+2a) +1
c°+2 a +2 b°+2

K =(@+b)? +1-\/(b+C)? +1+/(a+b)? +1-y/(c+@)* +1+4/(b+C)? +1-/(c+a)? +1
Af (6) far vi
(@+by?+1+(M+cP+1+(c+a)+1+2K <U-(a®+b?+c?+6)
(@a+b)?+(b+c)’ +(c+a)’+3+2K
a’+b*+c’+6
S 2(a° +b” +c®) + 2(ab+bc+ca) +3+ 2K
- a’+b*+c’+6
2(a® +b% +¢®)+5+ 2K
a’+b’+c®+6 '

= U2

< U

= U2

(7)

Vi ser pa leddene i K, og nar vi bruger, at

ab+bc+ca=1 og 2ab+2bc=2-2ca
far vi

J@+0)? +1-{/(b+c)* +1 = 1+ (a+b)? +(b+c)? +(ab+ac+hc+b?)?

= \/1+ a’ +2b” +¢* + 2ab + 2bc + (1+b*)?

= J1+a?+2b% +c2+2—2ac+1+2b% +b*

= J2+a’ +4b° +¢* +2—2ac+b* =\/(2+b2)2+(a—c)2 >2+b%.

Analogt fas for de gvrige led i K:

\/(a+b)2+1~\/(c+a)2+122+a2 og \/(b+c)2+1-\/(c+a)2+122+c2.
Sa far vi af (7):

U> 2(@° +b* +c?)+5+2(2+b° +2+a° +2+¢%)
B a’+b*+c’+6

- U> 4(a§+b§+cz)+17
a“+b“+c°+6
Nu er
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2 2 2
4@ D +C)+IT 5 3 o 4(a2+b%+c?)+17 = 3(@% +b2 +C?) +18
a“+b“+c°+6

< at+bi+ci>1.
Dette er sandt, fordi
a’+b*+c>>ab+ac+bc=1.

Besvarelser modtaget fra:

Jens Sgren Andersen, Walther Janous, Palle Bak Petersen, Con Amore Problemgruppe.
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