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Svar pa opgave 348
(Marts 2018)

Opgave:

I AABC tangerer den ydre rgringscirkel over for C med centrum Q siderne AB og AC i F og G, og
den ydre ragringscirkel over for A med centrum O tangerer siderne AB og AC i E og D. Desuden
skeerer GF og DE hinanden i H.

Vis, at GH L. DE og at Q, B, H og O ligger pa linje.

Besvarelse:

1. metode

I. Da AG = AF, er AAGF ligebenet, og da Z/FAG =180°—A, er
ZGFA=ZFGA=1A .
Da AD = AE, er AAED ligebenet, og da ZEAD = A, er

ZADE = ZAED = 900—% A .
I AGHD har vi s4, at

/HGD=/FGA=3A o9 /HDG=/ADE=90°-1A .
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Derfor er /HGD + /HDG =90°, s& ~GHD =90°.

I1. Det er Klart, at Q, B og O ligger pa linje, fordi bade BQ og BO er vinkelhalverings- linjer for to
nabovinkler til B, der desuden er topvinkler.
Lad nu GF skeere linjen QBO i K. | ABFK far vi

/BKF + /BFK =180°- /FBK = Z/EBK ,
hvoraf

/BKF = ZEBK — /BFK . 1)
Da BO er halveringslinje for ZCBE, er

ZEBK =90°-1B=31A+1C.
Desuden er (se oven for under 1)

/BFK = Z/GFA=1A.
Af (1) far vi s

Z/QKG = /BKF =1 A+1C-1A=1C=/QCA=/QCG .

)
Da vinklerne QKG og QCG begge spander over linjestykket QG, er oQKCG indskrivelig, og da
ZQGC er ret, er ogsa ZQKC ret.

Nu har vi, at

90° = ZQKC = ZCKO = £Z0DC , 3)
hvilket medfarer, at tCKOD er indskrivelig. Dette giver, at

ZCOD = ZCKD ,

(4)
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da de er periferivinkler over samme bue i firkantens omskrevne cirkel.
Da CO er halveringslinje for nabovinklen til C, er

/DCO=90°—-1C ,

og i den retvinklede ACOD f3s s4, at

ZcoD=1cC .

Efter (2) far vi

ZQKG = /BKF = Z/BKG =1C .

Videre far vi efter (4), (5) og (3):

ZGKD = Z/QKD - /QKG = Z/QKD—-1C

()

— /QKD - ~/COD = Z/QKD — /CKD = /QKC = 90°.

Dermed er GK L KD. Derfor falder K og H sammen, og Q, B, H og O ligger pa linje.

2. metode (Walther Janous, Innsbruck)

Da AFGA er ligebenet med ZFAG = 180° - A, er

ZFGA=ZGFA=1A.

Desuden er ZOAC =3 A og dermed er FHPAO, s& FH L ED, idet cADOE er en dragefirkant.

-
="
-

Vi har, at

1 A= ZOAD = L/GFA= ZEFH ,

sa AADO og AFEH er ensvinklede, og vi far

EH=EF-siniA .

(6)
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Nu gelder for lengderne af de stykker pa trekantsiderne, der dannes af de ydre rgringscirklers
rgringspunkter, at

EF=FB+BE=(s-a)+(s-c)=2s-(a+c)=b ,

sa vi efter (6) far
EH=b-siniA.

Lad H; veere skeeringspunkt mellem OQ og ED. Sa er AAED ligebenet, sa
Z/AED=90°-3A og «H,BE=90°-iB ,

og da BH er vinkelhalveringslinje for ZEBC, er
ZH,BE=90°-1B.

| AEBH1 er dermed
Z/EH,B :180°—(90°—%A)—(90°—% B) =%A+% B =90°—%C )

I AEBH;1 giver sinusrelationen

EH,  BE 3 sin(90°—% B) ey COS3B
sin /4H,BE ~ sin Z/EH,B < EH,=BE sin(90° -1 C) EH, =(s-¢) cosiC
Punkterne H og Hi falder sammen netop hvis EH = EH3, dvs. hvis
imd A (e COS3B 7
b-sins A=(s—c) c0sic (7)

I enhver ’ordentlig’ formelsamling af &ldre dato finder man de kendte (1) formler:

sin%A: becﬂ ’ COS%B: ’S(Sagbz , COS%C: S(Sagc)

Ligningen (7) far derfor udseendet
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(s=b)(s—c) _ s(s—h) ab
b'\} bc _(S_C)'\/ ac '\/s(s—c) '
Kvadrering giver

2 (S=b)(S—C) _(c_~\2.8(s=b) ab b o _~_S(s=c)(s—b)-b
b b =(s—c) 2 = o (s=b)(s—c)= \

c s(s—c¢) c-S

hvilket abenbart er sandt.

Besvarelser modtaget fra:

Jens Sgren Andersen, Walther Janous, Hans Mortensen, Palle Bak Petersen.
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