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Opgave:
Bestem samtlige sat (a,b,c) af naturlige tal, sa brgkerne

a+l b+l ¢+l

b ’ c " a

er naturlige tal.

Besvarelse:

1. metode. Da a, b og ¢ er naturlige tal og brgkerne ogsa er det, har vi, at

b<a+1l,c<b+1 , a<c+1,
hvilket giver
c-l<bh<a+l<c+2.

Derfor kan a antage verdierne
c-2,c-1,c,c+1l.
Metoden er nu (lidt traels) at gennemga disse tilfaelde efter tur.

l.a=c-2

De tre braker er

c-1 b+l c¢c+1 _ 3
b ' ¢ ’c—2_1+c—2'

Her mac > 3.

e Hvis c =3, era=1o0g brokerne er

2 b+l 2
b 3 1

Altsa er b = 2, sa vi har funder lgsningen (a,b,c) = (1,2,3).
e Hvis c =4, er broken £ ikke hel.

e Hvisc =5, era=3og brokerne er

4 b+l 6
b'™ 5 ' 3°
Eneste mulighed er b = 4, s& vi har lgsningen (a,b,c) = (3,4,5).

e Hvis ¢ > 6, er broken £ ikke hel.

Il.a=c-1
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De tre brgker er

C b+l c+1_,. 2

b’ ¢ 'c-1 c-1°

e Hvis c =2, era=1og brokerne er

b+1 3
2

2 3
b 1

Her kan kun b = 1 bruges og vi far lgsningen (a,b,c) = (1,1,2).

e Hvis c =3, era=2 og brokerne er

3 b+l
b' 3

4
>
Vi far ingen lgsninger for b.

e Hvis c > 4, er brgken (% ikke hel.

Ill.a=c

De tre braker er

c+1 b+1 c+1
b ' ¢ ' ¢

Her er eneste mulighed ¢ = 1, der giver a = 1 og bragkerne er

2 b+1 2

b’ 1 *1°

=1+1.
c

Mulighederne er b = 1 og b = 2, sa vi far lgsningerne (a,b,c) = (1,1,1) og (a,b,c) = (1,2,1).

IV.a=c+1

De tre braker er
c+2 b+1 c+1

b " ¢ 'c+1°
e Hvisc=1, era=2 og brokerne er

3 b+l 2

b' 1 "2’

som giver mulighederne b = 1 og b = 3. Vi far lgsningerne (a,b,c) = (2,1,1) og (a,b,c) = (2,3,1).

e Hvisc =2, era=3og brekerne er

4 b+l 3
b 2 '3°
Eneste mulighed er b =1, sa (a,b,c) = (3,1,2).
e Hvis c =3, era=4og brokerne er
S b+l 4
b' 3 '4°

Her er b = 5, sa vi far lgsningen (a,b,c) = (4,5,3).
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e Hvisc =4, era=5og broekerne er

b+1

6
b H 4 H

S
z -

Her er b = 3 eneste mulighed, sa en lgsning er (a,b,c) = (5,3,4).
e Hvis ¢ > 5 findes ingen lgsninger for b.

I alt har vi fundet 10 Igsninger:

@bo) : (LL1) , (1,1,2) , (1,21) , (211 , (1,2,3) ,
(3,12) , 231, (345) , (534) , (45,3) .

Det fremgar i gvrigt af de givne bregker, at hvis (a,b,c) en lgsning, er de cykliske permutationer
(c,a,b) og (b,c,a) ogsa lgsninger.

2. metode. Nar a, b og ¢ ombyttes cyklisk, ombyttes ogsa brakerne aT” , b%l , %1 cyklisk.
I. Antag farst, at to af tallene a, b og ¢ er ens. Pa grund af den cykliske symmetri kan vi antage, at a

=b. Vi har s, at
:a_+1:1+l
a

a+1
b a

er et naturligt tal, sd a = 1. Altsd er a = b = 1 og tallet

b+1:2

C C

er naturligt. Dermed er ¢ = 1 eller ¢ = 2. Altsé er (a,b,c) = (1,1,1) eller (a,b,c) = (1,1,2). Kontrol
viser, at disse talsaet farer til heltallige braker.

I1. Antag, at tallene a, b og ¢ er indbyrdes forskellige. Pa grund af den cykliske symme- tri kan vi
antage, at c er det sterste af tallene.
Saerb+1<c,sa
b+1
c

og da 2 er et naturligt tal, er 22 =1, sdc=b+1.Daa<coga # b,era<h. Da

<1,

8l <1 og 2 eretnaturligt tal, erb=a + 1.

Nu geelder, at
c+1=b+2=a+3=1+§
a a a a

er et naturligt tal, sa a = 1 eller a = 3. Altsa er (a,b,c) = (1,2,3) eller (a,b,c) = (3,4,5). Kontrol viser,
at disse talsat farer til heltallige broker.

Dermed har vi som lgsninger
(abc):(1,11),(1,1,2),(1,2,3), (3,4,5)
samt cykliske ombytninger af tallene i disse s&t, i alt 10 lgsninger.
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3. metode. Vi har, at
a+l=pb , b+1l=qc , c+l=ra,
hvor p, q og r er naturlige tal. Multiplikation giver

(@+1)(b+1)(c+1)=pgrabc,
sa at
abc<pgrabc < pgr>1.

Mindst en af faktorerne p, q og r er dermed starre end 1. Vi kan pa grund af den cykliske symmetri
antage, atp > 2.Daq >1ogr > 1 harvi

a+l>2b , b+1>c , c+l>a. Q)
Addition giver
atb+c+3>2b+c+ta < b<3.

Vi deler op i tilfeelde.
I.b=1

Efter (1) geelder, at
c<b+1=2 og a<c+1<2+1=3.

Hvis a = 1 geelder som navnt, at ¢ < 2,sac=1eller c = 2. Vi far

a+tl=pb < 2=p
b+l=qc < 2=qC
c+l=ra < c+l=r.

Her er bade ¢ = 1 og ¢ = 2 brugbare, sa lgsninger er

(abc):(111),(1,1,2),
som begge er brugbare.
Hvis a = 2 far vi
at+l=pb < 3=p
b+l=qc < 2=qC
ctl=ra < c+1=2r.

Her kan vi bruge ¢ = 1, mens ¢ = 2 giver en ikke-hel veerdi for r. En brugbar lgsning er (a,b,c) =
(2,1,2)
Hvis a = 3 far vi

a+l=pbh < 4=p

b+l=qc < 2=qc

c+tl=ra < c+1=3r.
Dette giver

2=q@Br-1)>29g sa q=1.

Saerc=2o0gc+1=3=3r,sar=1. Enlgsning er dermed (a,b,c) = (3,1,2).

1. b =2. Efter (1) er
atl>2b=4 < a>3.
Desuden er
b+l>¢c < ¢<3 o0g a<c+l<4.

Dermedera=3ellera=4.Daa+1=pb=2p, era=4ikke brugbar.
Hvisa=3,erp=2o0g
c+l=ra=3r
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0g
b+l=qgc < 3=qc < 3=q(@3r-1)=>2q.

Dermederq=1,sa3=c. Mensaer

3=9(3r-1) <« 3r=4,
hvilket er umuligt.

I1.b=3.Dap > 2 harvi, at

a+1l=pb=3p>6 sa a>5.
Hvis a = 5, far vi
at+l=pb < 6=3p
b+l=qc < 4=qc
c+l=ra < c+1=5r.
Dermed er
4=qc=q(r-1) >4q.

Altsa er g = 1, hvilket giver ¢ =4 og r = 1. En lgsning er dermed (a,b,c) = (5,3,4).
Hvisa==6er
atl=pb < 7=3p,
hvilket er umuligt.

I alt har vi fundet lgsningerne

(abe) : (1,1, , 1,1,2), 211), (312, (534).
Hertil skal fgjes de cykliske permutationer:

(abe) : (1,21) , (1,23), (2,31) , (345), (453) .

Besvarelser modtaget fra:

Jens-Sgren Andersen, Johs. Christensen, Walther Janous, Hans Mortensen,
Asger Olesen, Jgrgen Olesen, Palle Bak Petersen, Con Amore Problemgruppe.
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