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Svar pa opgave 356
(Januar 2019)

Opgave:

Vis, at der for 0 < x < Zx geelder

B5x < 8sinx - sin2x < 6x

Besvarelse:

1. metode.

I. Vi viser venstre ulighed.

Vi seetter
f (x) = 8sinx - sin2x - 5x .
Sd gelder for 0 < x < im:

f '(x) = 8cosx - 2c0s2X - 5 = 8cosx - 2(2cos?x - 1) - 5
= -4c0sX + 8C0sx - 3 = (3 - 2cosx)(2cosx - 1) >0 .
Desuden er f (0) = 0, sa f (x) er ikke-negativ og voksende i intervallet [O;%n] .
For fn < x<%mer f'(x) <0,saf(x)eraftagende. Idet
f(3m)=8sinZ—sin3L-5-Z~ 0,8262 og f(%)=8-3%~0,1460 ,
erf(x)>0i[0;4n].

-
) y = 6x
‘ y = 8sinx - sin2x
y = 5X
04 0,8 1,2 m2
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1. Vi viser hgjre ulighed.

Funktionen
g(x) = 8sinx - sin2x - 6x

har for 0 < x < 3= den afledede
g'(X) =8cosx - 2c0s2x - 6 = 8cosx -2(2c0s’x - 1) - 6
= -4c0s?X + 8C0sx - 4 = -4(cosx - 1)2 < 0.

Altsa er g(x) aftagende i [0;4 7], og da g(0) =0, er g(x) < 0 i intervallet.

2. metode.

Uligheden er opfyldt for x = 0, idet der her geelder lighedstegn. Derefter viser vi, at der for
0 < x<in gelder
5 < 8sin x —sin 2x <6.
X
Vi seetter
_8sin x—sin2x

f(x) = SSCSREX

og far den afledede
f1(x) = X - (B80S X — 2€0s 2X) —8sin X +sin 2x

X2

Her seetter vi
t(X) = x- (8cosx - 2c0s2x) - 8sinx + sin2x ,
hvoraf
t'(X) = 8cosx - 2c0s2x + x- (-8sinx + 4sin2x) - 8cosx + 2c0s2x

= X- (8sinx- cosx - 8sinx) = 8x- sinx- (cosx - 1) <0

for 0 <x < m. Dat(0) = 0 falger, at t(x) er aftagende, sa t(x) <0. Saer f'(x) <0 for
0<x< m,saf(x)eraftagende i ]0;r].
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8sinx - sin2x
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Vi har, at
f(x)=8-3NX_5 SN2X _ g1 2.1-6 for x -0,
X 2X
0g

m —si 1
f(5)=2 %‘”’T:% 3,62=5-

Heraf fés, at 5 <f(x) <6 for0<x< Z.

Bemarkning. Hvis en funktion g(x) opfylder, at g(0) = 0 og g"(x) har konstant fortegn i
intervallet ]0;a[, geelder at g(x) ligger mellem

g'0)-x og 2.

a

i [0;a]. Dette falger af, at grafen for den konvekse eller konkave funktion g(x) i interval- let [0;a]
ligger mellem tangenten i (0,0) og sekanten mellem (0,0) og punktet (a,g(a)) pa grafen.
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(a.9(a))

U

]

I opgaven gelder i intervallet ]0;x[, at
g(x) = 8sinx - sin2x , g'(x) = 8cosx - 2cos2x ,

g"(x) = -8sinx + 4sin2x = -8sinx(1 - cosx) <0 .

Fora= % er
ga) _9(3)_8_16_16 ¢
a 7 2 m 32 |

og da g'(0) =6 ligger g(x) mellem 6x og 18 x, dvs.

5x < Bx < g(x) <6x.

Besvarelser modtaget fra: Jens-Sgren Andersen, Johs. Christensen, Hans Chr. Hulvej, Walther Janous,
Hans Mortensen, Asger Olesen, Palle Bak Petersen, Jens Skak-Nielsen, Con Amore Problemgruppe.
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