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Opgave:

Bestem samtlige trekanter med hele sidelengder af formen
(ab,c)=(2n-1,2n, 2n + 1) med heltallige arealer under 20 000.

Besvarelse:

Efter Herons formel geelder for trekantens areal T, at
T2=s(s-a)(s-b)(s-c).
Her er
a=2n-1,b=2n,c=2n+1, s=3n,
sa vi far
T2=3n-(n+1)-n-(n-1)=3n*(n*-1) .
Vi kraever, at 3(n? - 1) er et kvadrattal, s& vi sgger hele tal k, s&

3(n?-1)=k2.
Vi ser, at k ma veere deleligt med 3, sa k = 3q for et passende helt tal g, dvs.
3(n’-1)=9¢> < n?-1=3¢°> < n?-3¢°=1. (1)

Desuden har vi, at
T2=3n%3¢° < T=3nq.

Nu er ligningen (1) er sakaldt Pell-ligning, hvis lgsninger bestemmes ud fra én enkelt kendt Igsning.
Vi finder let lgsningerne

(ng) : (1,0,21),(74).
Hvis vi bruger betegnelserne
(no,0o) = (1,0) , (ma) =(21) . (n2,02) = (7.4) ,
fas samtlige andre lgsninger ved rekursionsformlerne
Np+1 =4Mp-Np-1 , Op+1=40p-CGp-1.
De naste lgsninger til ligningen (1) fas derved til
(n3,03) = (26,15) , (n4,04) = (97,56) , (ns,qs) = (362,209) .
De tilhgrende trekanter far sideleengderne
(ab,c): (3,45) , (13,14,15) , (51,52,53) , (193,194,195) , (723,724,725)
med arealer henholdsvis
6,84,1170, 16296 , 226974 .
Vi har dermed fundet fire trekanter af den gnskede slags.
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Bemeaerkning.
Ligningen (1) omskrives til

(n—q\/§)(n+q\/§):1 .
Den mindste lgsning til (1) ses at veere (n,q) = (2,1), sa

(2-4B)(2+4B)-1.

og derfor geelder for ethvert naturligt tal k, at

(2—J§)k(2+J§)k -1,
Derved far vi efter teorien for Pells ligning, at samtlige lgsninger til (1) er bestemt ved

(2+J§)k:nk+qu§. (2)
Vi finder af (2), at
n, +q2\/§:(2+\/§)2 =7+43
n, +qSJ§ :<2+\/§)3 = (7+4J§)(2+J§) =26+15v3 ,
n+0,3=(2++3) =(26+15V3)(2+/3) =97 +5613 ,
N, + 053 =(2+1/3) =(97+563)(2+3) =362+20943 ,

(n2,q2) =(7,4) , (n3,03) =(26,15) , (n4,q4) =(97,56) , (ns,gs) =(362,209) .
Herefter f&s de anfarte resultater oven for.

Bemarkning.

Oven for anfarte vi talfglgen (nk) givet ved

Nk+1 = 4Nk - Nk-1 .
Vi omskriver til

nk+l =4 nk—l
Ny Ny

Hvis vi antager, at brgken pa venstre side af lighedstegnet har en graenseveerdi x for
k — oo, farvi, at

x=4-1 o xX-4x+1=0 o x=2+.3.

Dette giver, inspireret af Binets formel for fibonaccitallene og beviset herfor, at
k k k k
1 __1
nk_ﬁ((zhfg) +(2_@)j , qk_m((2+\/§) ~(2-3) )

s& trekanternes arealer fas til
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) G RC
~ 48[ (2+3) " - (2-48)" ).

Besvarelser modtaget fra:
Jens Sgren Andersen, Martin Faester, Walther Janous, Hans Mortensen, Asger Olesen, Jargen Olesen, Jan
Erik Pedersen, Con Amore Problemgruppe.
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