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Svar pa opgave 358
(Marts 2019)

Opgave:

Lgs inden for de reelle tal hvert af ligningssystemerne
4x>
4l Y
2
4y =7
1+4y

47°

1+472%

b. x2+2yz=x

Y2+ 2xz=y
2+2xy=12.
Besvarelse:
a.
1. metode.

Det er klart, at x, y og z er ikke-negative og at hvis en af de variable er O, er de alle 0.
Derfor antager vi, at x, y 0g z er positive.

Idet vi i almindelighed for positive tal aog b har,ata+b > 2./ab , er

1+4x* > 244x% =4x
og dermed er

2 2
y=dC Ay
1+4x 4x
P& samme made er
4y? 472
<2 = < — =
z_4y y 09 X< -=12

Altsa har vi, at x =y = z. Vi indsatter y = x i den farste ligning:
2
LZ: X o 4 =x(1+4x*) < 4x=1+4x" < x=31.
1+4x
Dermed har ligningssystemet netop to lgsninger, nemlig (x,y,z) = (0,0,0) og

xy2) = (3.3.3).

2. metode.
Vi ser, at (x,y,z) = (0,0,0) er lgsning og antager derfor nu, at ingen af de variable er 0.
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Vi benytter *den brutale’ metode og indsetter den ferste ligning i den anden:

4x° ?
4. . ,
. 1+4x _ 64x
ax> P 80x*+8x%+1
144l i ae

0g dette indseettes i den sidste ligning:

. 2
64 x
4| —— 5
80x" +8x" +1
X =

2
4
1*‘4'(fﬁ4xz]
80x +8x" +1
Dette monstrum reduceres efter division med x til
22784x8 - 16384x" + 1280x° + 224x* + 16x2+1=0.

Heraf ses, at der ikke findes negative lgsninger. Vi getter, at x = $ er dobbeltrod, sa ligningen ved

division med (x—3)" forvandles til

4-(5696x° + 1600x° + 496x* + 96X + 28x% + 4x + 1) = 0.
Denne ligning har ingen positive lgsninger, sa x = % er den eneste lgsning. Herefter fasy = 1 og z

= 4. Altsd har vi Igsningerne (x,y,2) = (0,0,0) og (xy.2) = (3.3.3).

3. metode.
Multiplikation af de tre ligninger giver

4x2'4y2'422 w2 64 xyz 1
1+ 4x3) L+ 4yH) 1+ 42?) A+4x°)A+4y*)(1+47°)

1+4x° 1+4y° 1442° _ 1 5. [1 (1.5,
» 2y 57 =8 < 2X+2x 2y+2y 22+22 =8 .
Nuer +t>2 fort>00g $+t=2fort=1. Altsd er

Loy Lgy 1
x T3y 27

+2y=7-+4271=2 & x=y=z=%.

Ved prave ses, at (x,y,z) = (%%%) er en lgsning og desuden er der ikke andre positive lgsninger.
Desuden er (x,y,z) = (0,0,0) en lgsning.

4. metode.
Vi ser, at (x,y,z) = (0,0,0) er en lgsning og forudsatter derefter, at hverken x, y eller z er 0. Vi seetter

a=y,b=3,c=7,

sa den farste ligning kan omskrives til
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2
4x 4 PN 4

LA &
1rad Y 114 a’+4

2
Tilsvarende far de to gvrige ligninger udseendet
4c=4+Db2 |, 4a=4+c2 . 2)
Disse to ligninger giver til sammen
(4+b%?=16c> < (4+b’)?=16(4a-4) < (4+b>?>=64(a-1)

Dette indsattes i (1):

4b:67i2(4+b2)4+3—12(4+b2)2+5 :

Treelse algebraiske udregninger giver, at denne ligning er ensbetydende med
b® + 16b° + 224b* + 1280b? - 16384b + 22784 =0
< (b -2)%(b® + 4b° + 28b* + 96b* + 496b? + 1600b + 5696) =0 . 3)
Heraf ses, at en lgsning er b = 2, hvilket indsat oven for giver a =2 og ¢ = 2 og dermed
X=y=z=3%.
Indseettelse i de oprindelige ligninger giver, at dette faktisk er en lgsning.

Af (1) og (2) folger, at a, b og c er positive. Derfor har ligningen (3) kun lgsningen
b=2.

5. metode.

Hvis (x,y,z) er en lgsning og et af tallene x, y og z er 0, er de gvrige det ogsa. Sattet (0,0,0) er en
lasning til ligningssystemet.

Hvis x = 0 ogdermedy = 00gz = 0, fas falgende omskrivninger:

) , 2 2
4x =Y & 1+42X N T N S N e S
1+4x 4x y 4 | x y X y

P& samme méade er

(37 =2-1) . (@ =2y,
Addition af de sidste tre ligninger giver
B () @ =e(t+3+2-9) = (-27+(3-2)
& %=2=0A5-2=0A3-2=0 & X=3 AYy=3AZ=%.

Talsettet (x,y,2) = (3,3,%) ses at veere lgsning til ligningssystemet.

b.
Hvis x = 0, er y = 0 eller z = 0. Hvis her y = 0 far vi af de to farste ligninger, at 0 = 0, mens den
sidste giver z2 =z, sd z = 0 eller z = 1. Altsé har vi lgsningerne

(xy,2) : (0,0,0) , (0,0,1).
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Pa grund af symmetrien er ogsa (x,y,z) = (0,1,0) og (x,y,z) = (0,0,1) lgsninger.
Antag s, at xyz # 0 og antag farst, at x, y og z er indbyrdes forskellige. Af de tre ligninger far vi
X-X2=2yz , y-y*=2xz , 1-72=2xy ,
hvoraf
X(X-X2)=2xyz , Yy-y»)=2xyz , 2(z-2%)=2xyz ,

o

sa
X(x-X%) =y(y - y?) = 2(z - 2%) = 2xyz .
Altsa er x, y og z rgdder i ligningen
wi-w?+k=0,

hvor k = -2xyz. Nu er produktet af rgdderne i et normeret tredjegradspolynomium lig med
konstantleddet med modsat fortegn, sa xyz = -k. Dette medfarer, at xyz = 2xyz, hvilket er umuligt, da
xyz # 0.

Ikke alle tre radder er altsa forskellige. Vi kan ga ud fra, at x = y. Farste og sidste ligning i
systemet giver

X2+2x2=X og 22+2x*=1,
ogdax = 0,er
X+2z=1 og 7°+2(1-22)?%=z.

Den sidste af disse ligninger giver

2+2(1+422-47)=7 < 922-92+2=0 < 11=%v 1=

wl—

Hvisz= %, erx=1-2z=-1=y,sd(x,y,2) = (_%_%%)
Hvisz=1,erx=1-2z=1 =y,sad(xy,2) = (%%%)
Pa grund af symmetrien har vi desuden lgsningerne

(¥t (3.-3-8) . (-3.5-9).

I alt har vi fundet 8 lgsninger til ligningssystemet.

Bemaerkning.
At tallene x, y og z ikke kan veare indbyrdes forskellige kan vi ogsa se pa felgende made.
Subtraktion af den anden ligning fra den farste giver

-y +2yz-2x2=%x-y < (X+Y)(X-Y)-2z(x-y)=X-Yy
& (X-y)(x+y-2z-1)=0.

Tilsvarende fas ved subtraktion af de gvrige par af ligninger. Hvis de tre tal x, y og z var indbydes
forskellige, ville sa

X+y-2z=1
y+z-2x=1
Z+x-2y=1,

hvoraf ved addition:

2x+y+2)-2(x+ty+2)=3 < 0=3,
hvilket er en modstrid.
Opgave 358b er ogsa stillet som opgave 142 (september 1997).
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