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BM? + DN? = MN?

a. | kvadratet ABCD ligger punkterne M og N p& diagonalen BD, sd BM ? + DN? = MN?,
Vis, at ZMAN =45°,

b. I kvadratet ABCD er E og F punkter pa siderne BC og CD, s& ZEAF = 45°,
Linjerne AE og AF skerer den omskrevne cirkel i G og H.
Vis, at EF || GH.

Besvarelse: p

a.
1. metode v N

Treek CP L. CB,saCP=BM =pogBQ_LCB,saBQ =
CN = q. Lad desu- den for nemheds skyld P og Q ligge v
pa samme side af hypotenusen. Vi treekker PN, PM, PA, v
QM, QN og QA. M

Vi ser, at ACPA og ABMA er kongruente, fordi w

/PCA=/ZMBA=45° |, PC=MB , v

CA=BA .
Altsa er /PAC = Z/BAM =v. Dermed er
ZMAP = ZBAC =90° ,
s& oPAMC er indskrivelig (to modstaende rette vinkler).
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Lige store periferivinkler i firkantens omskrevne cirkel giver
/PMC = ZPAC =V .
Videre er
PN2=PC?+CN2=BM?+CN?
=MN?Z2,

Derfor er PN = MN, s3 APMN er lige- benet med Z/NPM = ZNMP =v. I APNM er sa
ZPNC =180°—- ZPNM =180°—(180°—2v) =2v .

Hvis vi saetter w = ZCAN er pa samme made ~ZQMB = 2w.

Nu er ANCP og AQBM kongruente, da de begge er retvinklede og har parvis lige lange kateter.
Altsa er
ZCPN = /BMQ =2w .

| de to trekanter er sd 2v + 2w = 90°, sa v + w = 45°. Dermed er
/MAN =90° - /BAM — ZCAN =90°—-v—-w=45°,

2. metode

Vi setter k = AB = AC, s4 BC = k+/2, 0gv= ZBAM, w = ZCAN .1 AABM fr vi

BM AB BM AB C
—— = — —— = — : 1
sinv  sin(135°-v) < sinv  sin(v +45°) (D)
BM? + CN? = MIN?
Nu er 45°
sin(v+45°) =sinv-cos45°+cosv-sin 45° N
:%(sinwrcosv) k
sa vi af (1) far
M
M:AB-sinv-\/E: k/2 -sinv :k\/E-tanv w
sinv+cosv  sinv+cosv tanv+1 v 45°
P& samme made er A k B
CN = k\/atanw
tanw+1 °

Vi omskriver sadan:
BM2+CN2=MN2 < BMZ2+CNZ2=(BC-BM -CN)?
< BM?+CN2=BC?+BM2+CN?-2-BC-BM-2-BC-CN+2-BM-CN
< BC?-2-BC-BM-2-BC-CN+2-BM-CN=0.
Heri indseettes udtrykkene oven for:

2k2—2k\/§-k\/_ nV_Zk\/E_kx/E-tanw_F 4k*-tanv-tanw_ _

2-ta
tanv+1 tanw+1  (tanv+1)(tanw+1)

Efter en reekke treelse algebraiske reduktioner er dette ensbetydende med
tanv-tanw + tanv+tanw-1=0 <« tanv+tanw =1 -tanv-tanw
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tanv+tanw

< T_anv-anw

& tan(v+iw)=1 & v+w=45°,
Altsd er Z/MAN =45° .
3. metode

Vi viser, at
ZMAN =45° < BM? +DN%=MN? .
Cosinusrelationen i AAND og AAMB giver
ANZ = AD? + DN? - 2- AD- DN cosD = AD? + DN? - /2 - AD- DN

0g
AM? = AB? + BM? - 2- AB- BM- cosB = AD? + BM? - \/2 - AD-BM .
I AANM far vi
_ AN’ + AM? - MN?
c0s ZMAN = ==
_ 2AD? —+/2-AD-DN —+/2- AD-BM +(BM? + DN? ~MN?) @
- 2-AM - AN '

Arealformlen for trekanter giver

4-[AAMN] _ 4-(JAABD]-[AADN]-[AABM])

SINZMAN == VAN = 2-AM - AN

4.(4AD*-1 AD-DN sinD -} AB-BM -sin B)
N 2-AM - AN

_ 2AD? —/2AD-DN -+/2AD -BM @)
2-AM - AN '

Af (2) og (3) fas sa
BM2+DN2=MN? < cos/MAN =sin/MAN < ~/MAN =45°,

hvilket er det gnskede.

4. metode D X y z

Gennem M og N traekkes linjer parallelle med kvadratets sider.
Disse linjer deler kvadratets sider i stykker, hvis leengder
betegnes X, y og z som vist. Lad E veere ske- ringspunktet

mellem den vandrette linje gen- nem M og den lodrette linje
gennem N. /

Efter opgavens ordlyd er x> + z2 = y2. Vi har, at
EA2=x2+72=y? |

sd EA =y. Da altsa

EA=EN=EM=y,
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er E centrum for den omskrevne cirkel for AAMN. Da en periferivinkel har halvt sa stort gradtal

som centervinklen over samme bue, er
ZMAN =1./MEN =1.90°=45° .

Bemarkning.

Det geometriske indhold i relationen
BM?2+CN?=MN?2

D

BM? + CN? = MN?

N E

er vist pa figuren, hvor summen af arealerne af de retvinklede
trekanter CDN og MFB er lig med arealet af den retvinklede
trekant NEM. Denne betingelse er ensbetydende med, at

ZMAN = 45°, M_F

45°
B
b.
1. metode
Da AC er diameter i den om- skrevne cirkel, er
ZAGC = ZAHC =90°,
sa AAGC og AAHC er retvinklede.
Vi satter v= ZCAH og far
“ H
/GAC =45°-v og ZFAD=45°-v, X

s& ZGAC = ZFAD. " N
Altsa er ACAG og AFAD ensvinklede, hvoraf

AG _ CA . AE = CA.

D-AF & AG-AF=CA-AD. (4)
Hvis vi seetter x = ZGAC = ZFAD, er x + v=45° og E
ZEAB=45°-x 0og ZCAH =v=45°—x.Dermed er v

ZEAB = ZCAH , sa AEAB og ACAH er ensvinklede, dvs.

B

EA_ AB .AH = AB-

CA-AH & EA-AH =AB-CA. (5)
Da AB = AD far vi af (4) og (5), at

—EA. AE _ AF
AG-AF=EA-AH < G = AH

Dette medferer, at EF|IGH.
2. metode
Lad P vere projektionen af F pa AE og lad FP skare AB i Q. S& er tAPFD indskrivelig, da to
modstaende vinkler er rette.
Vi far i AAFP, at
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ZFAP =45° og ZAPF =90°,
sa LAFP =45°,
Lige store periferivinkler i den omskrevne cirkel for cAPFD giver, at

ZADP = ZAFP =45°.
Heraf slutter vi, at P ligger pa diagonalen BD.

45 \ / 45°

Videre er tQPEB indskrivelig (modstaende rette vinkler), sa lige store periferivinkler i firkantens
omskrevne cirkel giver

ZPEQ = /PBQ = £ZDBA=45°.

S& har vi, at
/AFQ = /AFP = 45°— /PEQ = /AEQ,

hvilket medferer, at CAQEF er indskrivelig, da ZAFQ og ZAEQ spander over samme bue i den
omskrevne cirkel. Desuden er DABGH indskrivelig.

Lige store periferivinkler i de omskrevne cirkler giver
ZAFE = ZAFP + /PFE = 45°+ ZQFE = 45°+ ZQAE = 45°+ /BAG
= /ADB + ZBAG = ZAHB + /BHG = ZAHG .
Daaltsa ZAFE = ZAHG, er FE|IGH.
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