Opgavehjgrnet Redakter: Jens Carstensen

Svar pa opgave 361
(August 2019)

Opgave:

I opgave 100 (maj 1993) vistes, at der for naturlige tal n geelder
int(\/ﬁﬂ/n +1) =inty4n+2 |
0g i opgave 231 (august 2006) vistes, at

int(ﬁ+ﬁ+ﬁ):int\/9n+8 .

Vis nu, at der for naturlige tal n geelder

int(Jﬁ+Jn+1+Jn+2+Jn+3):int«/16n+20 .

Besvarelse:

1. metode.

Vi viser farst, at

Jan+1<Jn+Jn+l<+/4n+2. 1)

Ved kvadrering er uligheden ensbetydende med

An+1<n+n+1+2yn(n+1) <4n+2
< 4n+1<2n+1+2n(n+1) < 4n+2
< 2n<2n(n+1) <2n+1

& 4AnP<4n®+4n<4nf+4n+l < 0<4n<4n+1,

hvilket er sandt.
Vi viser dernaest

Jan+3 <Jn+Jn+2 <Jan+4. (2)

Uligheden er ved kvadrering ensbetydende med

An+3 <n+n+2+2n(n+2) <4n+4

< 2n+1<2n(n+2) <2n+2
& AN*+1<4n*+8n<4n*+8n+4 < 0<4n-1<4n+3,

hvilket er sandkt.

Endelig viser vi
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Jan+5 <Jn+Jn+3 <4n+6. €))

Kvadrering giver

4n+5 <n+n+3+2\n(n+3) <4n+6

< 2n+2<2\n(n+3) < 2n+3
& AP +8n+4<4n*+12n < 4n*+12n+9 < 0<4n—-4<4n+5,
hvilket er sandkt.

| uligheden (1) ligger der ikke noget helt tal mellem ~4n+1o0g +/4n+2, thi et sadant helt tal k
ville opfylde

Jan+1l <k <+4n+2 < 4dn+l<k?®<4n+2,

hvilket er umuligt, da k? er hel og 4n + 1 og 4n + 2 er konsekutive hele tal. Altsé er

int(ﬁ+ﬁ) =int/4n+1.

P& samme méade ligger der i (2) ikke noget helt tal mellem 4n+30g v4n+4,s3

int(\/ﬁ+\/m>=int«/4n+3 ,

og i (3) far vi
int(\/ﬁ+ n+3): intv4n+5 .

Addition af de sidste tre formler giver det gnskede.

2. metode.

Vi viser farst, at

Jn+n+1+Jn+2+/n+3 > 16n+20 (4)

for alle naturlige tal n.
Uligheden mellem aritmetisk og geometrisk middeltal giver omskrivningen

%(\/ﬁ+\/n+1+\/n+2+\/n+3) > 4n-Jn+1-vh+2.Jn+3

< n+dn+1+dn+2+4n+3 > 48n(n+1)(n+2)(n+3) .

Nu er

48In(n+1)(n+2)(n+3) > v16n+20
& n(n+D(+2)(n+3) > ()’ - @6n+20)*
< n*+6n° +11n*+6n > (1)-4*-(4n+5)*
& n'+6n’+1In*+6n > (3)°-(4°-n* +4.4°.n°.5+6-4%.n° .52 +4.4n.5° +5")
< n*+6n°+11n° +6n > n* +5n° + Bn* +1&n+ 52
o nP+8n’-2n-&5 0. (5)
Vi seetter

— 3,132 29 625
f(X)— X +§X —Ex—ﬁ,

sa at
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f'(x)=3x"+L8x-2 .
Vi finder, at
oy _|-1,4891
f'X)=0 < x_{0,4057 .

Altsder f'(x) >0 for x> 1, saf (x) er voksende for x > 1. Desuden er f (2) = 8,433 > 0. Dermed er
f (x) > 0 for x > 1. Altsa er (5) opfyldt og dermed ogsa (4), sa at

int(\/;+\/x+1+\/x+2+\/x+3)2int\/16n+20. (6)

Uligheden mellem aritmetisk og kvadratisk middeltal giver

4

2 2 2 2
%(\/ﬁ+\/n+1+\/n+2+\/n+3)<\/\/ﬁ +n+1 +Vn+2 +4n+3

o Jn+dn+l+dn+2+/n+3 < 4\/n+n+1+2+2+n+3 =4/16n+24 .

Vi har nu fundet, at

J16n+20 < Jn+Jn+1+/n+2+Jn+3 </16n+24 .

Nu er ulige kvadrattal kongruente med 1 modulo 8 og lige kvadrattal er kongruente med 0 modulo

4. De ulige tal 16n + 21 og 16n + 23 kan ikke vaere kvadrattal, da de ikke er kongruente med 1

modulo 8 og det lige tal 16n + 22 er ikke et kvadrattal, da det ikke er kongruent med 0 modulo 4.
Tallet 16n + 24 = 22- (4n + 6) er ikke et kvadrattal, da 4n + 6 ikke er kongruent med 0 modulo 4.

Funktionen g(x) = JX er stykkevis konstant og har spring i de punkter X, hvor x er et kvadrattal.
Efter bemarkningerne oven for er derfor

inty/16n+ 24 = inty/16n+20 .

Efter (6) og (7) er dermed
int (VX +/X+1++/x+2 +/x+3) < int\16n+24 = int\16n+ 20 . )

Af (6) og (7) felger det gnskede.

3. metode.

ForO<x<1ler

0<1+x<l+x+3ix* < 0<l+x<l+ix (8)
0g
x' <8 o -iIxX+4x <0,
hvoraf
2
1 1v2) _ 1y2, 14 12 143
O<(1+§x—§x ) =1+ X+ X+ X=7X —gX
=1+ & X +1+x <1+X.
Heraf fas
0<1l+3x—%x* <v1+X. (9)
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Vi far sa

2
(\/§+\/x+l+\/x+2+\/x+3) =n+n+1+n+2+n+3

+2(\/n(n +1) +n(n+2) +{n(n+3) + J(n+1)(n+2) +/(n+D)(n+3) +/(n+2)(n +3))

—an+6+2n| i+ o2 3 143424 14203 1424 8 . (10)
n n n n n? n p? n n?

Efter (8) geelder for 1 <1, 2 < 2 <1, dvs. forn>4:

/1+ <1+ 1+ , ,f1+§ <1+
n 2n

1+342 <1443, 2 , 142403 <1442, 3 ,
n 2{n p? n 2

og for n > 6:

n’ n n’ 2\n n

5,6 1/{5, 6
1+H+F < 1+§(ﬁ+?j

Altsa far vi af (10)

(ﬁ+\/x+1+\/x+2+\/x+3)2 <4n+6+n~(12+@+£j

:16n+24+%<16n+25.

Den sidste ulighed er opfyldt for n > 11.
Af (9) far vi

1+ts14 21 , 1425141 1 , 1+—>1+i— 9 ,
n 2N 8n2 n n 2p? 2n  8n?

og forn > 6:

og tilsvarende

1+ +i >1+Z_L_i4_% N +£ >1+i—i—i4—1—53.
\/nn n 2n> 8n* n \l n? 2n gn* 2n* 2n

Addition giver ved hjelp af (10):
(«/;+«/x+1+«/x+2 +«/x+3)2 > 4n+6+12n+18—%—2—‘21— 9

—16n+24— (5+%+£j>16n+23
n n an®

Sidste ulighedstegn er ensbetydende med

—+ﬁ+f—9<1 & 200 +96n+49 < 4n° < 4n®—20n2-96n-49 > 0.
n n

n
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Denne ulighed er opfyldt forn > 9.
Altsa har vi for n > 11, at

J16n+23 < Jn+Jn+1+Vn+2+/n+3 < J16n+25. (11)
Nu er kvadrattal kongruente med 0, 1, 4 eller 9 modulo 16, sa
16n+21 = 5(mod 16) , 16n+22 = 6 (mod 16) ,
16n+23 =7 (mod 16) , 16n+24 = 8 (mod 16) .

Intet af tallene
16n+21,16n+22,16n+ 23, 16n + 24
er altsa et kvadrattal.
Af (11) far vi derved for n > 11, at

int(\/ﬁ+\/n+1+\/n+2+\/n+3) =inty/16n+20 .

At formlen geelder for 0 < n < 11 kontrolleres ved indsettelse.

Bemearkning. Uligheden (4):

J16n+20 < Vn+Vn+1+Vn+2+/n+3

kan vi vise pa falgende alternative made.

J16n+20 < Jn+n+1+Jn+2+/n+3
< 16n+20 < (Jﬁ+Jn+1+Jn+2+Jn+3)2

< 16n+20 < 4n+6+2(\/n(n+1) +n(n+2) +\/n(n+3))
+ 2(\/(n +)(n+2) +,/(n+)(n+3) +./(n+2)(n +3))

o 12n+14 < 2(\/n(n +1) +4/n(n+2) +\/n(n+3))
+ 2(\/(n +)(n+2) +,/(n+)(n+3) +./(n+2)(n +3))

< 6n+7 < n(n+1) +n(n+2) +/n(n+3)

+J(N+D(n+2) +/(n+1)(n+3) +/(n+2)(n+3)
Forn > 1 geelder

2
2| _5n-4 2
n(n+1)—(n+§j = >0 = 1/n(n+1)>n+5
2
7| _60n-49 7
n(n+2)—(n+ﬁj =100 >0 = «/n(n+2)>n+10

2
3] _240n-9 3
n(n+3)—(n+m] =100 >0 = /n(n+3) >N+35
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2

(n+1)(n+2)—(n+%j =5’;gl>o = «/(n+1)(n+2)>n+%
2

(n+1)(n+3)—£n+%j =1025‘6>o - J(n+1)(n+3)>n+§

2
(n+2)(n+3)—(n+%) =5”2;6>o - J(n+2)(n+3)>n+%.

falger uligheden.
Bemerkning. Vi udvider opgaven ved at vise falgende sa&tning:

Setning. For naturlige tal n geelder formlen
int(Jﬁ+Jn+1+Jn+2+Jn+3+Jn+4) =int</25n+49 .

Bevis. Vi viser farst, at

n+dns1+dn+2+n+3+J/n+4 <25n+50 .

Vi benytter uligheden A < K, hvor A er det aritmetiske middeltal og K det kvadratiske middeltal af
de forskellige tal

Jn,Jn+1,n+2, Jn+3, JIn+4.

Vi far
A:%(\/ﬁ+\/n+1+\/n+2+\/n+3+\/n+4) ,
_ \/ﬁz+Jn+12+Jn+22+Jn+32+Jn+42
K =
5
_ In+n+1+n+2+n+3+n+4 _ [5n+10 _
_\/ 5 _\/ z =Jn+2.
Altsa er

A<K < Jn+dn+l+n+2+n+3+Jn+4 <5/n+2=/25n+50. (12)

Derefter viser vi, at der for n > 11 geelder

Jnadnsledn+2+dn+3+J/n+4 > 25n+49 . (13)

Uligheden mellem aritmetisk og geometrisk middeltal giver

Jnadnrievne2+vn+3+vn+4>55Vn-vn+1-vJnr2-Jn+3-Jn+4.

For at vise (13) godtgar vi, at
53Vn-Jn+l-Vnt2-Jn+3-vn+4 >25n+49 .
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Denne ulighed er ensbetydende med
5. n(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4) > (25n + 49)°
< 1953125n* - 33359375n° - 247025000n? - 486225125n - 282475249 > 0. (14)
Vi pastar, at uligheden (14) geelder for alle hele tal n > 24. Vi far nemlig
1953125n* - 33359375n° - 247025000n? - 486225125n - 282475249
> 1953125n* - 33359375n° - 247025000n? - 486225125n - 32884197000
= 125(n - 24)(15625n3 + 108125n + 618800n + 10961399) > 0.

Altsa geelder (13) for alle n > 24. For 11 < n < 23 ses, at (14) galder ved indszttelse.
Af (12) og (13) far forn > 11, at

J25n+49 < Jn+Jn+1+J/n+2+Jn+3+J/n+4 <250 +50 . (15)

Dermed geelder forn > 11, at

int</25n +49 < int(\/ﬁ+\/n+1+«/n+2 +Jn+3+Jn+4).

Hvis det for et helt tal n > 11 geelder, at
int+/25n +49 < int(\/ﬁ+\/n+1+\/n+2 +Jn+3+Jn+4) ,

ma der findes et helt tal b, s&

J25n+49 <b < Jn+n+l+Vn+2+Jn+3+Jn+4.

Sammen med (15) medfarer dette, at

V25n+49 < b < +/25n+50

25n + 49 < b? < 25n + 50 ,

hvilket er umuligt, da 25n + 49 og 25n + 50 er konsekutive hele tal. At formlen i s&t- ningen geelder
for1 < n < 11 ses ved indsettelse.

eller

Bemarkning. Jens-Sgren Andersen, Esbjerg, og Walther Janous, Innsbruck, har sendt omfattende
beregninger og litteratur med hensyn til generalisering af opgaven.
Det fremgatr, at formlen

2
int(\/ﬁ+\/n+1+---+\/n+k—l):int\/k2n+uk2—_1l—l (16)

ikke i almindelighed er sand, men at der kun er fa undtagelser. For k = 2, 3, 4, 5 er formlen sand for
alle naturlige tal n. For k = 6 fas

int(\/ﬁ+\/n+1+\/n+2+Jn+3+Jn+4+Jn+5):int\/36n+89 for n=1,3
Fork=7er

int(\/ﬁ+ n+1+---+\/n+6)=int«/49n+146 for n # 3
Fork=8er

int(Jﬁ+ n+1+---+\/n+7):int\/64n+223 forn = 8.
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Bemaerkning. Walther Janous navner, at formlen (16) er sand for alle n over en given graense N,
der afhaenger af k saledes:

9 10 11

23456178
1111449 40201 82

12 13 14 15 16 17 18

2|\~ Z|~

40 420 73 68 69 1306 789

Bemearkning. Der findes mange formler, der minder om opgavens. Vi na&vner

forn > 1: int(i/ﬁ+\3/n+l):int\3/8n+3 ,
forn > 1: int(ﬁ/ﬁ+3n+1+\3/n+2):int\3/27n+26 ,

forn > 3: int(%/ﬁ+§/n+l+§/n+2+§/n+3):int\3/64n+95 ,

Besvarelser modtaget fra:

Jens-Sgren Andersen

Hans Christian Hulvej
Walther Janous

Thyge Knudsen

Hans Mortensen

Jens Skak-Nielsen

Asger Olesen

Jan Erik Pedersen

Con Amore Problemgruppe

forn > 2: int(i/ﬁ+§/n+l+§/n+2+§/n+3+§/n+4):int\3/125n+249 .
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