Opgavehjgrnet Redakter: Jens Carstensen

Svar pa opgave 363
(Oktober 2019)

Opgave:

a. I AABC er H hgjdernes skeeringspunkt og P og Q er midtpunkter af siderne AB og AC. En linje
gennem H vinkelret pa HQ skerer AB og BC i X 0og Z. En linje gennem H vinkelret pa HP skerer
ACogBCiWogY.

Vis, at oXWZY er et parallelogram.

b. To ortogonale linjer m og n gar gennem hgjdernes skaeringspunkt H i AABC. Linjen m skarer AC
0g AB i B1 og Cy, linjen n skeerer AC og AB i B> og C». Lad M1, M2 og M veere midtpunkter af B1Cj,
B2C2 og BC.

Vis, at M1, M2 og M ligger pa linje.

(figur: se side 2)
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Besvarelse:

a.

1. metode.
Vi benytter analytisk geometri og gennemfgrer neden for de lidt kedsommelige regninger.
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Al (0.1)

C
(@.0)

Vi leegger x-aksen gennem B og C og y-aksen gennem H. Vi kan betegne koordinaterne saledes:

A(01) ,B(p,0) ,C(q,0).
Hazeldningen for AC er =L, s& AC har ligningen

AC : y==x+1.

Hgjden fra B har haeldningen g, sa den far ligningen

y=q(x-p).
Derfor fas koordinaterne til H ved at satte x = 0:

H (0, -pq).
Da Q har koordinaterne

Q (3a.3) .

har HQ haldningen
3+PY _1+2pq

1
34 q @)
og ligningen
. 1+2pq
HQ . y :TX_ pq .
Linjen XZ, som er vinkelret pad HQ, har haldningen
-9
1+2pq
og ligningen
N RV
XZ : y_1+2pqx pq .
Koordinaterne til Z fas ved at sette y = 0:
__ 9 . __
=Tr2pg X~ P9 & x=-p+2pa),
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sa vi far
Z (-p(1+2pqg),0)
Linjen AB har ligningen

AB : y=‘—p1x+1 ,

og koordinaterne til X fas ved at lgse ligningssystemet

-1 oy—_ _
AB : y_px+1 , XZ:y 1+2|Oqx pq .

Dette giver efter elementeere regninger:

X (p(1 +2paq) , -2pq) .
Derefter bestemmes koordinaterne til Y og W. Koordinaterne til P er

P (z2p.2).

sa HP har hzldningen

~P9-3 _2pq+1 )

-3P p

Af (1) og (2) ser vi, at p og g er ombyttede. Dermed far Y koordinaterne

Y (-a(1 +2pq), 0), 3)
og W far koordinaterne

W (a(1 + 2pa) , 2pq) . (4)

Midtpunktet af XZ har koordinaterne
(3 (~p(+2pa)+ p(L+2pg),$(0—-2pa)) = (0,~pa) ,

dvs. midtpunktet af XZ er netop H. Tilsvarende ser vi af (3) og (4), at midtpunktet af WY ogsa er H.
I oXW2ZY skerer diagonalerne altsa hinanden i deres falles midtpunkt og der- med er firkanten et
parallelogram.

2. metode.
Vi angiver derefter en euklidisk lgsning, der skyldes
Thyge Knudsen.
Det er nok at vise, at H er midtpunkt af XZ. Der
geelder sa tilsvarende, at H er midtpunkt af YW.

Lad K og L veere projektionerne af A og C pa XZ. Sa
er ZKAX = ZLHC , fordi de har ortogonale
vinkelben. Altsd er AKAX og ALHC ensvinklede, sa

KX _LC _ KH-XH _LC

KA LH & KA LH
ey KA-LC
XH = KH - S5 (5)

Videre er ZKHA = ZLCZ, fordi deres ben er
ortogonale. Altsd er AKHA og ALCZ ensvinklede, sa
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KA _LZ KA _LH-ZH 4 KA-LC
KA~Ic © kA~ © H=tH-—=o— (6)

Da Q er midtpunkt af AC, er H midtpunkt af KL, sa KH = LH og af (5) og (6) far vi sa, at XH = ZH,
hvilket er det gnskede.

b.

1. metode.
Vi lader m og n veere akserne i et koordinatsystem med begyndelsespunkt H.
Vi betegner koordinaterne saledes:

B: (2b,0) , C1(2¢,0) , B2(0,2p) , C2(0,2q) .
Sa finder vi koordinaterne
Mi(b+c,0), M2(0,p+q) .
Linjen M1M> har haldningen

_b+g
b+c
og ligningen
y=—P% i ptg (1)
b+c '
(0,2p) B2
M2z
A
(0.29)| AC:
M4 B1 (2b,0)
(2¢,0) C1 H
B M \ c
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Linjen AB (eller C1C>) har heeldningen

29__4d
—-2C c
og ligningen
y=—2x+2q
Linjen AC (eller B1B2) har haeldningen
2p__p
-2b b’

sa hgjden BH fra B far haeldningen % og ligningen

_b
y=73X.

Linjerne AB og BH skerer hinanden i B, sa koordinaterne til B fas ved lgsning af ligningssystemet
y=—2x+29 , y=5x.

Man far ved treels algebra, at B har koordinaterne

( 2pgc  2bcq J
B , .
bc+ pg 'bc+ pg

P& samme méade far C koordinaterne

2bpg  2bcp
C , )
bc+ pg ' bc+ pg

Dermed er koordinaterne til midtpunktet M af BC

M (pq(b+c> bc(p+q)]
bc+pg " bc+pg |

Vi kontrollerer, at dette koordinatseet passer i ligningen (1) for M1Ma:

_p+q __p+q pq(b+c) __pa(p+q)
bec T PHA=THC bc+pq+p+q_ bc + pq ML
__pg(p+9)—(p+a)(bc+pg) _ (p+a)(pa—bc—pa) _be(p+q) _
bc + pg bc+ pg bc+ pg

Dermed er det gnskede vist.

2. metode.
Vi angiver en euklidisk-trigonometrisk lgsning fra Jan Erik Pedersen, Aakirkeby.

Projektionerne af B og C pa B2Cz er R og S. En linje gennem M; vinkelret pa B1C1 skerer en linje
gennem M parallel med BR i T. Hgjderne fra C og B har fodpunkterne P og Q pa AB og AC. Vi
seetter

HCi:=p , HM1=q , HC,=s ,HM2=t,
sa at
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CiMi=HCi-HM1=p-q , CoOM2=HM2-HC,=t-5s ,
HBy =MiB;-HM1=M:1C1-HM1=p-q-q=p-2q ,
HB2,=HC2+ CM2+ M2B2=s+ (t-s) + (t-s)=2t-5s .
Desuden satter vi
u=/BC,H , v=2C,B,A , w=,sMM,H .

I AC2HC; og AB2HB; fas, at
/HCC, =90°-u og ZHBB,=90°-v,
og i AHQB; fas
Z/BHQ =v = /BHC, .
I ABHC; er
/HBC, =180°— ZHC,B — /BHC, =180°—u — (£BHC, + 2C,HC,)

=180°-u-(v+90°)=90°-(u+v) .
I ACPA og ABQA er

ZPCA=90°-A og ZHBC,=2QBA=90°-A,

ZPCA=90°—(u+V).
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B2

M2

\ S
W
I AHC.C> og AHB1B; er
_HC _p _HB _p-2q
tanu = HC, ~ s og tanv= B, ~ 2i s
I AHPC; er
PH =s-sinu ,
og 1 ABPH er
sin ZHBP =sin ZHBC, =sin(90° - (u +V)) :% ,
hvoraf
__PH _ _s-sinu (1)
cos(u+v) cos(u+v)
I AQHB: fas
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QH

SInVv = HE,

QH =(2t—s)-sinv.

I AHCQ er

sin ZHCQ = g—g < sin(90°—(u+v)) = ';—8

HQ  (2t—s)-sinv

< HC= cos(u+v)  cos(u+V) 2)
Idet BROIHC, er
v=/BHC, = ZHBR ,
s& vii ABHR far
sin ZHBR =8 < HR=BH -sinv ,
og heri indszettes (1):
__s-sinu-sinv
~ cos(u+V) (3)
I ABHR er desuden
BR = BH -cosy = $:SINU-COSV | 4
cos(u +V)
De retvinklede trekanter C;HP og CHS er ensvinklede, sa
ZHCS = ZHC,P=u ,
og i ACHS er efter (2)
. HS _ ciny _ (2t—s)-sinv-sinu
sinu==5 < HS =CH -sinu = cos(u +V) . (5)
Videre far vi i ACHS efter (2)
_CS _ ) _ (2t—s)-sinv-cosu
cosu==5 < CS=CH -cosu = cos(u 1) . (6)

Lad U vere projektionen af M pa RS. Projektionen af B pa forlengelsen af CS ud over S er W og
projektionen af B pa forleengelsen af UM ud over M er V. Da M er midtpunkt af BC, er U midtpunkt
af RS og V midtpunkt af BW. Sa er

CS+MU=VM < CS+MU=BR-MU < MU=1(BR-CS) .

Vi ser, at
MU=MT+TU=MT+MH=MT +q,

og af (4) og (6) fas sa

_1f s-sinu-cosv _ (2t—s)-sinv-cosu
MT +q = 2( cos(u +V) cos(u +V) J ' (7)

Videre er
TMi=HU=HR+RU=HR+ 1RS=1HR+ 1HR+ 1RS= 1 (HR +HS) ,
og af (3) og (5) fas
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™, _l(s'smu-smv (2t—s)~smv-smuj_t'smv-smu .

2| cos(u+v) cos(u +V) cos(u +V)
I AM2M:1H er
_MH ¢
tanw= YRR

2

Hvis M ligger pa linjen MiMa, er MiT[IM2H, saw = ZMM.T. I AMMT er sa

_ MT
tanw__”vIl ,
hvoraf
q_ MT _9 _g-sinv-sinu
t TM, < IvlT_t ™, cos(u +V)
Altsa er

_g-sinv-sinu _ g-sinv-sinu+q-cos(u+V)
MT +q= cos(u+v) cos(u +V)

_Qg-sinv-sinu+q(cosv-cosu—sinv-sinu)  -cosv-cosu
B cos(u +V) ~ cos(u+V)

Efter (7) ligger M pa linjen M1M; hvis

1[ s-sinu-cosv _ (2t—s)-sinv-cosu |_ 9-COSV-Cosu
2\ cos(u+vV) cos(u +V) cos(u +V)

eller hvis
S-sinu- cosv - (2t - s)- sinv- cosu = 2¢- COSV - COSU

eller ved division med cosv- cosu hvis
s-tanu - (2t - s) - tanv = 2q. (8)
Formlerne for tanu og tanv indsattes, sa (8) er ensbetydende med

p pP-2q _ (n_ —
s B-(2t-5)-5=1=29 = p-(p-20)=2q,

hvilket er opfyldt. Dermed er beviset fart.

3. metode.

Vi angiver en lgsning fra Thyge Knudsen. Vi viser, at
_ BC, _%
~ BC, CB,’

og derefter, at MM, =k -MM; .
Lad N, K og L veere fodpunkter af hgjderne fra A, B og C. Vi seetter u = ZAHC,.1 ALHB og

AABK er
/ZLHB =90°- /LBH =90°- /LBK = A.

I ALHC; og ALHA er
ZLHC, = ZLHA-u =90°- ZLAH —u=90°- ZBAN =B—-u .
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IALCiH er
ZLCH =90°- ZLHC, =90°—(90°—4LHCZ)= B—u.

I ABLH og AHLC; er
BL=HL-tanZ/LHB=HL-tanA og LC;=HL-tanZLHC,=HL-tan(B - u)

I ALCiH er
HL =LC:-tan ZLC,H = LCy-tan(B - u) .
B2
Mz
A
Cz
L
K
M1 B
C: H
B M N c
Sa har vi
BC, BL+LC, HL-tanA+HL tan(B—u) _ tan A-tan(B —u)+tan*(B —u)
BC, BL-LC, HL - tan A— il tan A-tan(B —u)—1
=—tan(B-u)- tan A+ tan(B —u) =—tan(B—u)-tan(A+B—u)

1-tan A-tan(B—u)
=-tan(B - u) -tan(180° - C - u) =tan(B - u) -tan(C + u) . 1)

I AKHC er
ZKHC =ZLHB=A ,
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og i AKHA og AANC er
Z/KHB, = ZKHC, = ZKHA+ ZAHC, = ZKHA +u
=90°- ZKAH +u=90°-ZCAN +u=C+u.
Endelig er
Z/KBH =ZKHB, =C +u,
fordi £KB,H og ZKHB, har ortogonale vinkelben.
Derefter geelder i AKHC og AKHB; at
CK=HK-tanZKHC =HK-tanA o0og KB, =HK-tan ZKHB, = HK-tan(C +u) .
I AHKB; er
HK = KB, -tan ZKB,H = KB, - tan(C +u) .
Sa far vi
CB, _CK+KB, _HK-tanA+HK-tan(C+u) _ tan A-tan(C +u) + tan’(C +u)

CB, CK-KB, ~  HK-tan A—HE tan A-tan(C +u) -1

tan A+tan(C +u)

=—tan(C ) A anC )

—tan(C +u)-tan(A+C +u)

= -tan(C + u)-tan(180° - B + u) = tan(C + u)- tan(B - u). @)
Af (1) og (2) felger det gnskede.
Da MB+MC =0 er derefter

MM, =$(MC, + MB, ) = (MB + BC, + MC +CB, )

_ 3V +KBC, + MC +kCB; ) = 1k (BC, + CB;)
k

1k(MB+BC, +MC +CB, ) = 1k(MC, + MB;) = kMM, .

4. metode.
Thyge Knudsen har desuden sendt fglgende simple euklidiske lgsning.
Vi har, at ANBC1 og AB>CH er ensvinklede, fordi

/BHC, = ZHB,C og «C,BH = ZHCB,,
idet vinkelbenene er parvis ortogonale. Derfor er

CB, _CH _,
BH BC,
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K K
B1 B1
c &
P4 samme made er AHBC og AB1CH ensvinklede, sa
BC, _BH _}
CH CB 2
Vi far sa
_CB, BH CB, _CH BC, BC,
kK =gpce ~ce, %9 Kk =Bc TH T
Dermed er
BC, CB,
BC, CB,

Resten af beviset foregar som under 3. metode.

Besvarelser modtaget fra:

e Jens-Sgren Andersen
Walther Janous
Thyge Knudsen
Jan Erik Pedersen
Palle Bak Petersen
Jens Skak-Nielsen
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