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Svar pa opgave 364
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Opgave:

a. Hvor mange forskellige hele tal findes blandt tallene

3? . 2020°
Nt =020

2 2
1 int 2 int

Nt2520 * "™2020 © "™2020 ¢

b. Hvor mange forskellige reelle tal findes blandt tallene

1" -1+4 2°-2+4 F-3+4 100* -100+4 .,
+1 " 2241 7 F+1 7T 100041

Besvarelse:

a. ldet 442 = 1936 0g 452 = 2025, er de farste 44 tal alle 0. Desuden er
1-2020 < 2025 = 45? < 2116 = 46° < 63? = 3969 < 2- 2020 < 642,

o

Sa

Lo 467 47t L 630
Nt2020 =M o020 = = Ntogag =1

Der er derfor masser af gentagelser i den farste halvdel af meengden:

? ., 22 . 3 . 10107
5020 ' "M 5020 ' M3020 T "M S000

int

Imidlertid er der overraskende nok ingen gentagelser i den anden halvdel. Vi skal ferst se, at der i

; i int 10102 _
den farste halvdel optreeder alle de mulige tal fra O til int 555 = 505.

Vi gar indirekte frem og antager, at et tal n < 505 mangler i farste halvdel af mang- den.
Talraekken er voksende, sa der ma findes et sidste tal k < 1010, for hvilket

int%;o < n hvorefter int (';g;g)z > n + 1. For denne veerdi af k er

k2 (k +1)?

5020 <n og 2020 >n+1.
Heraf fas
k?<2020n og (k+1)? > 2020n + 2020,

s vi har

k? + 2k + 1 > 2020n + 2020
Altsa er

k?+2k+1>k?*+2020 < k>1009%
i strid med, at k < 1010.
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Nu ser pa anden halvdel af mangden:

2 2
int 1011 int 1012

2020 ' 2020 '

2020°
2020 °

-+, int

Som navnt pastar vi, at ikke optreeder gentagelser i denne talraekke. Igen bruger vi in- direkte bevis
0g antager, at et helt tal m optraeder to gange i talreekkens sidste halvdel.

Da talreekken er voksende, vil enhver gentagelsesverdi optraede i to konsekutive led, sa vi for en
veerdi af k > 1010 ville fa

kP (k+1)?
m=Int2020 = M%020

Dette medfarer abenbart, at

k+)* K
2020 2020

hvoraf
(k+1)?-k*<2020 < 2k+1<2020 < k<1009%

i strid med, at k > 1010.

Dermed frembringer farste halvdel af talmaengden 506 forskellige hele tal og anden halvdel
frembringer 1010 forskellige hele tal. Vi ma dog kontrollere, at det sidste led i farste halvdel ikke er
magen til det farste led i sidste halvdel. Vi finder at

1010° _ - 10117
2020 =505 og |nt—2020 =506.

I alt indeholder talmangden 506 + 1010 = 1516 forskellige hele tal.

int

b.

1. metode.

Det almene led i talrekken har formen

2
_n"-n+4_, n-3

" n’+1 n’+1"

Betingelsen for, at to led er ens, er at der findes naturlige tal n og k, sa

n®+1 k?+1"
hvilket giver
n=3 _K=3 . nk?+n-3k*-3=kn?+k-3n*-3

< 3n?-3k%+n-k=kn?-nk® < 3(n+Kk)(n-k)+(n-k)=kn(n-KkK)

< (n-K)@Bn+3k+1)=kn(n-k) .
Dan = k, far vi

kn=3n+3k+1 < n(k-3)=3k+1.
Hererk =3, sa

November 2019 2/4 Matematik




Opgavehjgrnet Redakter: Jens Carstensen

3k+1_4, 10

=13 k-3

Dak - 3 altsa gar op i 10 har vi mulighederne:

k-3=1 < k=4 s& n=3+L=13
k-3=2 < k=5 sd n=3+2=8
k-3=5 <« k=8 sa n=3+¥=5
k-3=10 < k=13 sd n=3+ 3 =4
De eneste to led, der er ens, er enten
_16-4+4 _16 _169-13+4 160 _ 16

a, =

6+1 17 99 & 169+1 170 17
eller

25-544 24 12 _64-8+4 60 12
=251 26 13 %9 % 64:1 65 13 -

Talreekken indeholder derfor 98 forskellige led.

2. metode.

Antag, at m < n. Vi far s3

2 2
n ;”I“:m ;mI“ & (NP —n+4)(m?+1) = (m? —m+4)(n® +1)
n + m- +

& nPm?-nm?+4m2+n?-n+4=m’n?-mn?+4n’+m?-m+ 4
& nPm-nm?2=3n?-3m*+n-m <  nm(n-m)=3(n+m)(n-m)+(n-m)
< mMm=3n+3m+1 < (n-3)(m-3)=10=10-1=5-2.
Vi far de mulige lgsninger (m,n) = (4,13), som giver brgkerne veerdien £ og (m,n) = (5,8), som
giver brgken veerdien 12 . Talreekken indeholder altsa 98 forskellige led.

3. metode

For x > 0O satter vi

2
—Xx+4
f0="77"
Vi finder den afledede
f(x) = @x-1(x* +1) - 2x(x* —x+4) _ x’ —6x-1
¢ +1)° (x* +1)°

Nulpunkter for den afledede er

f(X)=0 < x=3+10.
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Dax > 0, er f (x) aftagende i [O;3+«/1_0} og voksende i [3+\/1_0;oo[. Desuden gelder, at f (x) —
1- for x — oo Vi finder, at

f@=1, f@=5%.10)=5. f6=%.
Vi undersgger, om 15 er funktionsverdi i det interval, hvor f (x) er voksende. Vi finder, at

2

XXE—XI“=% o 16032 +1) =17(% - x +4)
J’_

< X2-17x+52=0 < x=4 v x=13.

Dermed er f (4) = f (13). P& samme made f&s for tallet 15, at

2
KX 2 o 12(¢+D)=130¢ ~x+4) < x=5 v x=8.
X+
2
3 — 34 £2 X"—x+4 _34 B _19
Altsa er f (5) = f (8). For tallet 53 fas, at S 37 & X=6v x= 3

Da % ikke er hel, er der kun to gentagelser blandt de 100 tal, s& der findes 98 forskellige hele tal i
talmangden.

Besvarelser modtaget fra:
e Jens-Sgren Andersen
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e Con Amore Problemgruppe.
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