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Opgave:

a. Find inden for de positive hele tal samtlige lgsninger (x,y) til ligningen

y=x3+8x2-6x+8.

b. Lad a, b og c veere reelle tal. Las ligningen
2 2 2
(Xz_ 2) 7t (Xz_ b) 7t ();_C) z=1.
(x-a)*—(b-c)* (x-b)" —(c—-a)" (x-c)"—(a-bh)

Besvarelse:

a.
1. metode.

For alle x geelder, at hvis (x,y) er en lgsning, er
Y -(x+1)°3=x3+8x2-6x+8-(x3+3x®+3x+1)=5x2-9x+7>0.

Altsa er
y¥>x+1)? o y>x+1.

Desuden geaelder for alle positive x, at hvis (x,y) er en lgsning, er
(X+3)2 -y =x3+ 9%+ 27x + 27 - (x3+8x?-6x+8) =x?+33x + 19> 0,

hvoraf
y<x+3.
Altsa slutter vi, at y = x + 2. Sa far vi

0=y3- (x+2)3=x3+8x2-6x+8- (X3 +6x*>+12x + 8) = 2x* - 18x .

Dermed er x =0 eller x = 9, hvilket giver y = 2 eller y = 11. Lagsningerne denne ligning er dermed
(x,y) =(0,2) og (x,y) = (9,11). Da x og y er positive, er kun (x,y) = (9,11) lgs- ning til den
oprindelige ligning.

2. metode.

Vi ser, at ligningen ikke har lgsninger for 0 < x < 2 eller 0 <y < 2. Seetter vi
f(x)=x3+8x*-6x+8

er f (x) > 0 og f (x) er voksende for x > 3. Idet 8x? - 6x + 8 > 0 for alle x, er y - x> 0, dvs. y > x.
Nu er

Y2 X0 = (Y - )7+ Xy +XE) > (y - X)X+ XX+ XP) = (Y - X) 3%
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Dermed er
0<y_x<y34@:8ﬁ—6x+8<
3x° 3x°

8
3
idet den sidste ulighed er ensbetydende med 6x - 8 > 0, hvilket er sandt for x > 3.
Dax ogy er hele tal er sa
O<y-x<2,
dvs.y=x+1ellery=x+ 2. Indsettes y = x + 1 fas
(x+13°=x3+8x?-6x+8 <« 5x2-9x+7=0,
som ikke har lgsninger. For y = x + 2 fas
(x+2P°=x3+8x%-6x+8 < 2x(x-9)=0.

Dermed har vi lgsningerne (x,y) = (0,2) og (x,y) = (9,11). Kun den sidste opfylder kra- vene i
opgaveteksten.

b.

I. Hvis a, b og c er ens, dvs. a = b = ¢ =k, far ligningen udseendet

(k)" (k) (k) g gy
(x-K)?*  (x=k)*  (x=k)* ’

som ikke har nogen lgsninger.

I1. Hvis netop to af tallene a, b og c er ens, kan vi af symmetrigrunde antage, ata=b=kogc # k.
Ligningen far udseendet

(x=K? kP (k=0
(x=K)=(k=0)’ " (x—k)?~(c—K)” " (x—c)’

2(x—k)? 2x=K)°* 4 o X=a(=b)
(x=k)* = (k~c)* (x=k)* = (k—c)* '

+1=1 <

Hvisb=c=koga = k fas den ene lgsningx=b (=c) og hvisa=c =k og b = k, far vi den ene
lgsning x = a (= c).

1. Hvis ikke to af tallene a, b og c er ens, kan ligningen omformes til

(x=a)’ . (x—b)? N (x=c)’ _q
(x—a-b+c)(x—a+b-c) (x—b-c+a)(x—-b+c—-a) (x-c—-a+b)(x-c+a-h)
Vi saetter
u=x-a, v=x-b,w=x-c,
sa

Vv-w=c-b,w-u=a-c,u-v=b-a,

og ligningen far udseendet

u2 V2 uZ

U+v—-w)(u-v+w) * (v+w—u)(v—w+u) * (W+u—-v)(W—u+V) =1
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U V+w-u) +V Ut w-v) Wi (ut+v-w) _4 (1)

< U+v-w)(v+w—-u)(wW+u-V)

& VVAW-U) +FVEU+FW-V) WU V-w) = (U v-w (v w-u) (W U-Y) .
Efter et orgie af treels algebra er denne ligning ensbetydende med
2uvw =0.
Altsa far vi
u=0 v v=0 v w=0 < x=a v X=b v x=c.
Vi ma imidlertid modificere en smule. Hvis x =a,eru=0,v=a-bogw = a- c, og indsatter vi x =
a i nevneren i (1), bliver denne til
(V- W)V +wW)(W-Vv) =-(vV+w)(Ww- V)2,
Vi ma kraeve, at dette udtryk ikke er 0, dvs.

V#-W < a-b#c-a < 2a#b+c < a=# 3(b+c)
0g
VW < a-bza-c < b=c.
Det sidste krav er opfyldt efter forudsaetningen om a, b og c.
Hvisa = 3 (b +c), er x = a ikke en lgsning, s kun x = b og x = ¢ er lgsninger. Pa grund af

symmetrien geelder derfor, at hvis et af de tre tal a, b og ¢ er middeltal af de to andre, er kun de to
andre’ lesninger til ligningen.

Vi kan demonstrere denne sammenhang ved at s&tte a =5, b =4 og ¢ = 6. Ligningen far da
udseendet
(x=5)° (x=4)’ (x-6)° _,
(x=3)(x=7)  (x=5)(x=3)  (x=7)(x=5)

3 2 2
3x” — 45X +219X_345=1 - (x=5)(3x —30x+69)=1.

< T x-3)x=-7)(x=b) (x=3)(X—7)(x=5)

Her tilhgrer x = 5 ikke ligningens grundmangde. Derimod far vi ved indsattelse:

“1(8) g og X=6: 1-(3)

=4 T (D1

1,

sd x =4 og x = 6 er lgsninger.
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