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Svar pa opgave 366
(Januar 2020)

Opgave:

a. Bestem samtlige st af mindst fire konsekutive hele tal, s summen af de tre starste tal er lig med
summen af de resterende tal.

b. Bestem samtlige muligheder for at dele maengden {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} i to disjunkte maengder
B og C, sa summen af tallene i B er lig med produktet af tallene i C.

Besvarelse:

a.
1. metode.

Lad tallene veere
n-k,n-k+1,...,n-1,n,n+1,n+2 .
Summen af de tre sterste tal er 3n + 3 og summen af resten er

n-k+n-k+1+--+n-1=kn-(1+2+3+---+k)=kn- kgk2+1)l

Vi kraever altsd, at
kn - Mkz—ﬂl =3n+3

eller
nk-3)=3+ 1k(k+1) .
Vi har, atk > 3 og vi far

_3+3k(k+D) 1 KP+k+6_ 1 (k=3)(k+4)+18 _1 18
n= 2 _E. 3 _E. 3 —E k+4+k—_3 .

Tallet i parentesen er et lige helt tal. Desuden skal k - 3 ga op i 18 eller i -18. Derfor far vi falgende
tabel over mulige veerdier for k:

k-3/-2 -1 1 2 3 6 9 18
k 1 2 45 6 9 12 21
n 2 6 139 8 8 9 13
Altsa har vi de otte lgsninger
-3=-2+(-1)+0 , 3+(-2)+(-1)+---+6+7+8=9+10+11
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-8+ (-7)=-6 + (-5) + (-4) , 8+(-7)+(6)+---+10+11+12=13+14+15
9+10+11+12=13+14+15, 2+3+4+5+6+7=8+9+10
4+5+6+7+8=9+10+11 , (-1)+0+1+2+3+4+5+6+7=8+9+10.

2. metode.

Huvis talreekken bestar af 4 de konsekutive tal

a,a+1l,a+2,a+3,
er
aza+l+a+2+a+3 < a=3a+6 << a=-3,

sa en lgsning er
3=-2+(-1)+0.

Huvis talreekken bestar af 5 konsekutive tal, fas tilsvarende
ata+l=a+2+a+3+a+4 & 2a+l1=3a+9 <& a=-8,

sa en lgsning er
B+ (7) =6+ (-5) + (4).

Huvis talreekken bestar af 6 konsekutive tal, er
ata+l+a+2=a+3+a+4+a+5 < 3a+3=3a+12,

som ikke har nogen lgsninger.
Antag nu, at talraeekken bestar af mindst 7 konsekutive tal. For n > 6 kan vi skrive

ata+tl+a+2+---+(@+n-4)+@+n-3)=a+n-2+(@+n-1)+(@+n)
< (n-2a+1+2+---+(n-4)+(n-3)=3a+n-2+n-1+n
< (n-2a+$(n-3)(n-2)=3a+3n-3
& 2a(n-2)+(n-3)(n-2)=6a+6n-6
< a@2n-4)-6a=6n-6-(n-3)(n-2)
< a2n-10)=-n>+11n-12
_-n’+1ln-12 _ 1

9
= a——2n_10 = §n+3+—n_5. (¢D)

For n > 6 far vi hele vardier af a for visse verdier af n:

ni|o6
al9

Dette giver lgsningerne
(na)=(6,9) : 9+10+11+12=13+14+15
(na)=(74) : 4+5+6+7+8=9+10+11
(na)=(82) : 2+3+4+5+6+7=8+9+10
(na=(11-1) : -1+0+1+2+3+4+5+6+7=8+9+10
(na)=(14,-3) : -3-2-1+0+ - +6+7+8=9+10+11
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(na)=(23,-8) : -8-7-6----+9+10+11+12=13+14+15.
At disse er de eneste muligheder fglger af, at vi efter (1) ma kraeve, at brgken % ma veere af

formen %k , hvor k er et helt tal, dvs. at r}—i er hel. Dette er kun muligt for veerdierne n =6, 7, 8,
11, 14 og 23.

3. metode.

Hvis en talreekke med den gnskede egenskab er
a,a+l,a+2,...,a+n-6,a+n-5,a+n-4,a+n-3,

a+n-2,a+n-1,a+n
gelder, at

ata+l+a+2+...+(@+n-6)+(@+n-5+(@+n-4)+(@+n-3)
=(@+n-2)+(@+n-1)+(@+n).
Vi traekker de tre sidste led pa venstre side over pa hgjre side af lighedstegnet og far
ata+l+a+2+...+(a+n-6)=3+3+3=9.

Her har vi en raekke konsekutive hele tal, hvis sum er 9. De eneste muligheder for dette er
9 , 4+5 , 2+3+4.

I. 1 den farste mulighed med tallet 9 tilfgjer vi tallene
-81-71-61"'!7181

hvor tallet 8 er 1 mindre end 9. Sa far vi tallene i intervallet [-8,9]. Hertil skal fgjes de 6 starste tal,
som vi ovenfor skaffede bort ved at flytte led over pa den anden side af lig-hedstegnet. Vi far sa
reekken

-8,-7,-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1, 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15.
Dermed har vi to lgsninger til opgavens spgrgsmal:

8+ (-7)+(6)+---8+9+10+11+12=13+14+15

0g
9+10+11+12=13+14+15.

I1. 1 den anden mulighed med tallene 4, 5 tilfgjer vi tallene
-3,-2,-1,0,1,2,3,

hvor tallet 3 er 1 mindre end 4. Sa far vi tallene i intervallet [-3;5]. Hertil fajer vi de 6 starste tal og
far reekken

-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11 .
Igen far vi to lgsninger til opgaven:

-3-2-140+--+46+7+8=9+10+11

0g
4+5+6+7+8=9+10+11.

I11. I den tredje mulighed med tallene 2, 3, 4 tilfgjer vi tallene
-1,0,1,
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hvor tallet 1 er 1 mindre end 2. Sa far vi intervallet [-1,4]. Hertil fajer vi de 6 starste tal og far
reekken
-1,0,1,2,3,45,6,7,8,9,10.

Igen far vi to lgsninger til opgaven:

-1+0+1+2+3+4+45+6+7=8+9+10

0g
2+3+4+5+6+7=8+9+10.

b.
1. metode.

Summen af tallene i B er hgjst 1 + 2 +---+ 9 + 10 = 55. Derfor indeholder C hgjst fire tal. Thi hvis
C indeholdt mindst 5 tal, ville produktet af tallene i C vaere mindst 1-2-3-4-5 =120. Vi delerop i
tilfeelde.

I. C indeholder ét tal. Dette er umuligt, fordi produktet af tallene i C sa er hgjst 9, mens summen af
tallene i B er mindst 55 - 9 = 46.

I1. C indeholder to tal x og y. Antag, at x <y. Sa er
Xy=55-x-y eller (x+1)(y+1)=56.
Idet x + 1 <y + 1 <11, har vi kun muligheden x+1=70gy+1=8,sa C ={6,7} og
B={12,3,45,,9,10}
I11. C indeholder tre tal, x, y og z. Vi antager, at x <y < z. Sd er

Xyz=55-X-y-2Z .
a. Hvis x = 1, far vi
yz=54-y-z < (y+1)(z+1)=55,

hvorafy+1=5,z+1=11,say=40gz = 10. Dermed er C = {1,4,10} og
B = {2,3,5,6,7,8,9}.

b. Hvis x = 2, far vi
2yz=53-y-z7 < (2y+1)(2z+1)=107 ,

hvilket er umuligt, da 107 er et primtal.

c. Hvis x > 3, erxyz > 3-4-5=60. Vi far, at
Xyz=55-X-y-7 <& Xyz+Xx+y+z=55,

hvilket er umuligt, da xyz > 60.

IV. C indeholder fire tal, X, y, z, t, hvor x <y <z <t Hvisx > 1, er

Xyzt > 2-3-4-5=120> 55,
hvilket er umuligt.
Altsa er x = 1, sa vi far
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Xyzt=55-1-y-z-t <« yzt=54-y-z-t,

hvor2 <y<z<t.
Hvisy > 3, er
yzt=54-y-z-t & yut+y+z+t=54.

Dette er umuligt, dayzt > 3-4-5=60.
Altsaery =2, sa
Xyzt=1-2-z-t=55-1-2-z-t

& 2nt+z+t=52 < (2z+1)(2t+1)=105 .
Dette giver 2z +1=70g2t+1=15,sdz=30gt=7. Dermed er
C={1237} og B={45,6,8910}.
Samtlige lgsninger er dermed
B=4{1,2,34,5,89,10} , C={6,7F} med sum og produkt 42
B=4{2,35,6,7,89} , C={1,4,10} med sum og produkt 40
B={4,5,689,10} , C={1,2,3,7F med sum og produkt 42 .

2. metode.

Vi deler igen op i tilfelde efter antallet af tal i C.
I. C kan ikke besta at et enkelt tal.

1. Antag, at C = {x,y} og x <Vy. Sa er

55X

1+x

En tabel over brekens veerdier viser, at hvis x < 4, ery > 10. Vi prever med x =5, 6, 7, 8 og 9 og far
muligheden (x,y) = (6,7), s&

Xy=55-x-y <& y=

C={67}.
I11. Antag, at C = {x,y,z}, hvor x <y <z. Sderx+y+z > 3x 0g

x3<xyz=55-(x+y+2)<55-3x ,
hvoraf
x3+3x<55.

Dette giver mulighederne x =1, x=20g x = 3.

Hvis x = 1 fas
—E4_y. _d4-y
yz=54-y-z1 & z_1er .
Daz < 10, may > 4 og kuny = 4 giver et helt tal z = 10, sa vi har

C={1,4,10} .

Hvis x = 2 fas
—Ea_y. _93-y
2yz=53-y-71 & z—1+2y.

Ingen af de mulige verdier fory:y = 3, 4,5, 6, 7 giver en hel vardi for z.
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Hvis x = 3 fas
52—y
1+3y -’

yz=52-y-7 << 1=

Heller ikke her findes hele lgsninger.
IV. Antag, at C = {x,y,z,w}, hvor x <y <z <w. Sa er

X} <xyzw=55- (X +y +2Z +W) <55-4x ,
hvoraf
x* +4x <55,

Dette giver mulighederne x = 1 eller x = 2.
IVa Hvisx=1erl<y<z<w,ogVvihar
yzw =54 -y-z-w

0g
yi<yzw=54-(y+z+w)<54-3y,
sa
y3+ 3y <54,
Mulighederne er hery = 1, 2, 3, hvor y = 1 bortfalder, fordi x <.
Hvisy =2, er
— 52-12
2IW=52-7-wWw < W=3"%
Vi far her de hele lgsninger z = 3 og w = 7 som de eneste brugbare. Dermed har vi fundet
C={1237}.
Hvisy =3, er
3W=51-7-w < w=22"2
1+3z "’

med lgsningerne z = 2, w = 7, som forkastes, day < z.

IVDb.Hvisx=2er
2yzw =53 -y-z-w,
og vi far
2y < 2yzw =53 - (Y +z + W) <53 - 3y
hvoraf
2y +3y <53,

som giver mulighederne y = 1 eller y = 2. Ingen af disse er brugbare, da x <.

Bemarkning. Hvis den givne meaengde er {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, giver argumenter, der ligner
ovenstaende, at den eneste mulige opdeling er B = {2,3,5,6,7,9} og C = {1,4,8} med sum og
produkt 32.

Meangden {1,2,3,4,5,6,7,8} giver ogsa kun en opdeling, nemlig B = {2,4,5,6,7} og
C ={1,3,8} med sum og produkt 24.

Besvarelser modtaget fra:
e Jens-Sgren Andersen
e Johs. Christensen
e Klaus Griinbaum
e Walther Janous
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