Opgavehjgrnet Redakter: Jens Carstensen

Svar pa opgave 367
(Februar 2020)

Opgave:

Den retvinklede trekant

a. I den retvinklede AABC er C = 90° og D er fodpunktet pa hypotenusen af hgjden fra C.
Lad P, Q og | vere centrer for de indskrevne cirkler i AACD, ABCD og AABC.
Vis, at centrum for den omskrevne cirkel for AQIP ligger pa hypotenusen AB.

C B

b. I den retvinklede AABC er C = 90°. Den indskrevne cirkel tangerer BA i D. | den omskrevne
cirkel er punkterne E og F midtpunkter af de korte buer BC og AC. Vis, at ADEF og AABC er
ensvinklede, og at EF gar gennem den indskrevne cirkels rgringspunkter med BC og AC.

Besvarelse:
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a.
1. metode.

Den omskrevne cirkel ¢ for APQD skarer AB i D og T. Nu er DP og DQ vinkelhalveringslinjer for
nabovinklerne ADB og CDB. Altsa er ~/PDQ =90° og QDB = 45°.

Da oPDTQ er indskrivelig, er
ZPTQ=/PDQ=90° og ZQPT=/QDT =./QDB=45° .
Dette medfarer, at APTQ ligebenet og retvinklet.

C B

Lad c1 veere cirklen gennem P og Q med centrum i T. Vi har, at B, Q og I ligger pa linje og at A, P
og | ligger pa linje, fordi Bl og Al er vinkelhalveringslinjer for B og A.
| AAIB er sa

ZAIB =180°-1 A-1B =180°-1(A+B)=180°-1.90°=135°,
| c1 er buen PQ = 90°, da ~PTQ =90°. Dermed er gradtallet for den resterende bue PQ 270°. Altsa
gar c1 gennem | og ¢1 er den omskrevne cirkel for AQIP. Centrum for ¢y er T, som ligger pa

hypotenusen.
| gvrigt er T reringspunkt for den indskrevne cirkel i AABC.

2. metode.
Lad r og r1 veere radier for de indskrevne cirkler i AABC og AACD. Da de to trekanter er
ensvinklede med hypotenuserne ¢ og b, er

n=2r.

Lad K vaere projektionen af | pa AB og lad
desuden R vere et punkt pa linjestykket Al,
sa AKRI er ligebenet med toppunkt i K, dvs.
RK = KI. Endelig er S projektionen af R pa
AB.

Vihar, at ZKAl =3 A, sd

ZKRI = ZKIA=90°-1 A

og dermed fis i1 AKRI, at ZRKI =A. Da
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IK||RS, er
ZKRS = Z/RKI =A.

Dermed er ARKS og AABC ensvinklede, sa

b

RS _RK o RS=RK-P o RS=KI-2 « RS=r

RS _RK b b
AC AB c c

Det eneste punkt pa linjestykket Al, der har afstanden ry ril AB er P, sa P falder sammen med R.
Derfor er PK = IK. P4 samme made er QK = IK. Altsa er PK = IK = QK, sa K er centrum for den
omskrevne cirkel for AQIP.

3. metode.

I en trekant med omkreds 2s og areal T geelder som bekendt for radius r til den indskrevne cirkel, at
T =r-s. Radius r i den indskrevne cirkel i AABC er altsa

Al

__z8 _ab
i(@+b+c) 2s°

Nu er AACD og AABC ensvinklede med sideforholdet % (forholdet mellem hypotenuserne), sa
radius r1 i den indskrevne cirkel for AACD er dermed
_b,._b ab_ab®

T T s T2
Pa samme made er ABCD og AABC ensvinklede med sideforholdet &, sa radius r2 for den
indskrevne cirkel 1 ABCD er

_a ab_a’h

a
n=2r==.2==2~-
2 ¢ c 2s 2cs

Lad projektionen af P pa AC vere S og projektionen af Q pa BC veere R. Sa er
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A_ sinA 2 a B b
tan7_1+cosA_1+%_b+ 0g tng=7r¢c
og i AASP fas
A_SP __ 0
tanz_AS < AS an 8 ,
hvoraf
b2
Ag _ 265 _b(b+0)
< .
bic 2cs

Sder
2
CS —b— AS :b—b (b+c) _ab(a+c) _
2cs 2Cs
Tilsvarende er
BR . 2.(a+c) 0y CR=a-BR=(0+c)
2cs

2CS

Vi betragter et koordinatsystem med begyndelsespunkt C og CB som x-akse orienteret fra C mod B

og CA som y-aksen orienteret fra C mod A. Sa er koordinaterne til P og Q:
~ ( ab(b+c) a’h j

2cs ' 2cs

b> ab
(Xplyp):(%,a(zi;_c)] 0g (XvaQ)_

Koordinaterne til centrum | for den indskrevne cirkel i AABC er
ab ab
(5 9)=(r)=( 2.2

1 AABC er
_ __r _ab a+c_a(@a+c)
EB_FB_tan%_Zs b ~ 25

_ER.cinp_ a(@a+c)-b
y. =EB SmB_—Zs-c

Dermed er y-koordinaten til E:

Xg —a—EB-cosB=a-2(8+0)-a
2s-C

og x-koordinaten til E er

hvilket ved et orgie af treels algebra reduceres til
_ab(b+c)
Ye =79 -

Altsa har vi koordinatsattet
_(ab(b+c) ab(a+c)
(XE’yE)_( 2sc ' 2sc j
Vi far vektorkoordinaterne
ab® _ab(b+c) ab(a+c) ab(a+c)|_(-—ab 0
' 2sc 2sC 2s '

ﬁz(XP—XE,VP‘VE):(zsc 2sC

0g
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== (v _ o \_[ab(+c) ab(b+c) a’b ab(a+c)|_(n —ab
EQ_(XQ Xe ) Yo yE)_[ 2sc 2sc ' 2sc 2sc ]_(0’ Zsj'

Da ‘ﬁ‘ = ‘@‘ , ligger P og Q pé en cirkel med centrum E og radius & .
Vi viser, at ogsa | ligger pa denne cirkel. Vi har, at

=71 ab ab(b+c) ab ab(a+c —ab
EIZ(X'_XE’y'_yE)Z(E_ (25c )’E_ (Zsc )JZZSc(b’a)'

Vi far leengden

- g Vet =2

s& | ligger pa cirklen. ‘ﬁ‘ _ab

23
Vi ser desuden, at cirklen har samme radius som den indskrevne cirkel i AABC.

Af koordinaterne til EP 0g ETQ fremgar, at EP L EQ, s& AEPQ er ligebenet og ret- vinklet.

b.

1. metode.

Lad | veere centrum for den indskrevne
cirkel. Sa ligger E pa
vinkelhalveringslinjen Al. P4 samme
made ligger F pa BI. Lige store
periferivinkler giver, at

ZIFA=/BFA=/BCA=90°.
Desuden er ZIDA=90° og dermed er
oFIDA er indskrivelig, da den er

sammensat af to retvinklede trekanter. |
den omskrevne cirkel geelder

ZDFIl = ZDAl =3 A.

Lige store periferivinkler i den
omskrevne cirkel for AABC giver, at

ZIFE = Z/BFE = ZBAE =1A .

Dermed er

Z/DFE=/ZDFI+ZIFE=1A+1A=A.
Analogt er ~DEF =B. Altsa er ADEF og AABC
ensvinklede. E +
Lad nu S veere skaeringspunkt mellem EF og BC. Oven for
sa vi, at

/DFI = Z/DFB = /BFE ,

sa BF er vinkelhalveringslinje for «DFE eller ZDFS.
Desuden er BF vinkelhalveringslinje for ZABC eller
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/SBD, sa vi har, at /DBF = Z/FBS.

De to trekanter BDF og BSF har to vinkler og den mellemliggende side BF parvis lige store, sa de
er kongruente. Altsa er BD = BS. Afstandene fra B til den indskrevne cirkels rgringspunkter med

BC og BA er altsa lige lange, s S ma vare det andet rgringspunkt. Altsa gar EF gennem

rgringspunktet for den indskrevne cirkel pa kateten BC. P4 samme made gar EF gennem den

indskrevne cirkels reringspunkt med AC.

2. metode.
Som far far vi, at oFIDA er indskrivelig. | ABIA er

ZAlIF =180° - ZAIB
=/IAB+ ZIBA
—1A+1B=1(A+B)=45"

Lige store periferivinkler i den om- skrevne cirkel
for oFIDA giver, at

ZADF = ZAIF =45°,
Séa er ogsa ZFDI =45°. Pa samme made fas ved at

se pa oBEID, at /BDE = 45° og derfor
ZEDI =45°, Altsa er

ZEDF = ZEDI + ZFDI
=45°+45°=90°.

Lad nu M veare midtpunkt af hypotenusen BA. Da F
er midtpunkt af buen AC, er MF || BC. Desuden er
ME||AC, s& ZEMF =90°.
Danu
/EDF = ZEMF ,
er oEMDF indskrivelig.

Vi deler herefter op i to tilfeelde.
I. D falder ikke sammen med M.

Vi kan g ud fra, at D ligger pa linjestykket MA. Lige store periferivinkler i den omskrevne cirkel

for tEMDF giver, at
/DEF = /DMF = Z/ABC =B .

Da ZEDF =90°, har ADEF og AABC to vinkler parvis lige store, sa

de er ensvinklede.
I1. D falder sammen med M.
Da BCIDF, er

45° = ZADF = ZAMF = ZABC =B,

sa AABC er ligebenet og retvinklet. Nu er M centrum for den
omskrevne cirkel, sd ME = MF. Da ME L MF, er AMEF = ADEF
retvinklet og ligebenet, sa den er ensvinklet med AABC.

E
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3. metode.
Lad O veere centrum for den omskrevne cirkel for AABC, dvs. O er midtpunkt af hypotenusen AB.
Desuden er G og H skeringspunkter mellem EF og henholdsvis BC og AC. Sa er

Z0EG = ZKEG =45°= ZKGE = ZCGH .
Altsa er AGCH retvinklet og ligebenet, og vi far
HC=GC=KC-KG= }a -KE
= la - (OE - OK) B
=la +OK-OB
=fa+ib-3c.

Nu er det velkendt, at radius r i den retvinklede
trekants indskrevne cirkel netop er

r=z(@+b-c),

sa G og H er den indskrevne cirkels raringspunkter
med BC og AC.

Da F er midtpunkt af buen AC, er BF
vinkelhalveringslinje for B, sa centrum | for den
indskrevne cirkel ligger pa BF. Ved spejling i BF c H\ A
fares G over i D, sa BF desuden er F
vinkelhalveringslinje for Z/GFD . | den omskrevne
cirkel for AABC spander Z/EFB og £EAB over buen EB, sa de er lige store. Vi har, at

/EFD=2-/EFB=2-ZEAB=A.
Pa samme made er ZFED = B. Dermed er AABC og AFED ensvinklede.

3. metode.
Koordinatsystemet har C som begyndelsespunkt, x-aksen er orienteret fra C mod A og y-aksen fra C
mod B. Radius r i den indskrevne cirkel er

—ab
r_23 !

sa vi far koordinaterne
ab ab
(X"y'):(z’z)- j

Centrum O for den omskrevne cirkel er midtpunkt af
hypotenusen, sa vi far ko- ordinaterne

(0 %0)=( 3.3 E o «

U
Som i opgave a finder vi koordinaterne til raringspunktet D: 7< D
ab(a+c) ab(b+c)

(XD’yD):( 2sc ' 2sc J G\'
Da OE = 4c far vi x-koordinaten ]
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b-c a
(XE)yE):( 2 ’Ej-
Raringspunkterne G og H har koordinaterne

(xG,yG):(O,g—Ej 09 (X4 Yu)

Endelig har F koordinaterne
b a-c
(XFny):(E; 2 j.

Vi ser, at GH || EF, fordi begge danner en vinkel pa 45° med akserne.
Ligningen for linjen GH er

Il
TN

ab
.0)

—_xy4ab
y=-x+52.

I denne ligning passer koordinaterne til F, som indsat giver
a-c_ _9 4 a_b

2 2 25’

hvilket efter lidt algebra er sandt. Dermed ligger E, F, G og H pa linje.
Vi saetter u = ZOED . Vi far

/DEF = Z/OEF — ZOED =45°—u .

Forleengelsen af EO skerer den lodrette linje gennem D i K. Sa er
a ab(b+c)
DK _Ye =¥p _ 2~ 2sc
EK  xp—Xz ab@+c) b’
2sc 2

fanu =

Efter en delalgebra, hvor vi blandt andet benytter, at
3 - b%c =c(c? - b?) = a’c

fas
tany = &@c—bc+c® —2b%) _ c(a—b)+a’+b*—2b*
a(ac+bc+c®+2ab) ac+bc+a’+b®+2ab
_c(a-b)+(a+b)a-b) _(a-b)@+h+c) _a-b
c(a+h)+(a+b)? (a+b)@a+b+c) a+b’
Videre er

_ o _ tan45°—tanu _ 1-tanu
tan ~DEF =tan(45°-u) = 1+tan45°-tanu  1l+tanu

1-2a=b

“ash _2b_ b
=—ap=5.=-.=tanB.
1+% 2a a

P& samme made vises, at
tan ZEFD =tan A=tan(45°+u) ,

sd AABC og AFED er ensvinklede.
Oven for fandt vi koordinaterne til E og F:
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(Xm&){%%} og (XF,yF)=(%,%j.

b-c b2 a a 02 c2 c2 c?
2 — r=->_vv ea_e—~ =| = — = —
= (o8] (522 =[5 +(5) =%

s& EF = £ . Sideforholdet mellem AFED og AABC er altsé £:1 eller 142,

Altsa er

4. metode.

Lad den indskrevne cirkel med centrum G og radius r tangere BC og AC i K og L. Den omskrevne
cirkel har centrum i midtpunktet H af hypotenusen AB. Afstanden fra vinkelspidsen C til den
indskrevne cirkels reringspunkt L vides at veerer =s—cellerr= 1 (a+b - c).

L
B
0 H P .
E
Q D
G
K
r
cl[~r' L A
F

Vi indlaegger et koordinatsystem med begyndelsespunkt O som midtpunkt af BC og
x-aksen gennem H orienteret fra O mod H. Desuden falder y-aksen sammen med BC. Vi betegner
radius i den omskrevne cirkel med R, sd R = 3¢ og HF = R. Dermed fér vi koordinaterne

" (3r)38)
[t

DaKC=r,erOK=0C-KC=4-r,sa

DaOC = %,férvi
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K (o,r_gj |

DaHE=RogHO =% erOE=HE-HO=R- 3, s}

(100574

Lad P vere projektionen af D pa x-aksen. DaBD =s-cog #DHP = A, er OK projektionen af BD
pa x-aksen, sa

OP =(s-b)-cosA = (s—b)-%

Lad Q vere projektionen af D pa y-aksen. DaBD =s - ber
BQ =BD-cosB = (s - b)-sinA
og dermed
OQ=BQ-BO=(s-b)-sinA- 5.

Koordinaterne til D er alts

D ((s—b)-%,%—(s—b)%):%(b(a—b+c),a(b—a)).

Vi far derefter vektorerne

(b—a) |_
DE = (T‘_ b(a-b+c), %)_%(—a—b,a—b),
DF = [9—— ba—b+c), ————C-a(b a)j 2 (b-a,~b-a).

Dette giver skalarproduktet
DE. DF_:‘b ((b—a)(—a—b)+(a—b)(-b—a)) = M(b a+a-b)=0.

Altsd er DE 1 DF. Desuden er

hvoraf
EFf-l¢ o EF CH_ 1
B 9 BT TS
0g
2 2 2 2 _2612 2_612
‘DE‘ a +b*+2ab+a* +b? —2ab) 402(261 +2b )—E-C =7
sa
DE_5%_1
BC a (o

Heraf folger, at AFED er ensvinklet med AABC i stgrrelsesforholdet 1 : J2 . Videre er

EF = (— —%) R-(1-1),
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og vi far

Dermed ligger K og L pa linjen EF.

Besvarelser modtaget fra:

e Jens-Sgren Andersen
Klaus Griinbaum
Walther Janous
Hans Mortensen
Jan Erik Pedersen.

Bemearkning til Opgave 366b. Opgave 366b har fglgende ordlyd:

Bestem samtlige muligheder for at dele meengden {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} i to disjunkte delmangder
B og C, sa summen af tallene i B er lig med produktet af tallene i C.

Vi ser pa fglgende besleegtede problem:

Bestem en opdeling af mangden {1,2,3,..., n} i to disjunkte delmeangder B og C, sa summen af
tallene i B er lig med produktet af tallene i C.

Vi kraever altsa ikke samtlige lgsninger for hver verdi af n, men blot en enkelt. Sma verdier af n
giver faglgende muligheder:

n=5: B={35}, C ={1,2,4}
n=6: B={345}, C ={1,2,6}
n=7: B={2457}, C ={1,3,6}
n=8: B={24567}, C ={1,3,8}
n=9: B={2356709}, C={1,4,8}

n=10: B={2356,789}, C={1410}
n=11: B={234,6,78,9,11} ,C={15,10}.

Vi far den idé at definere
C={1,3(n+n(mod2)-1,n-n(mod?2)},
eller
C={1,4in-3%,n-1} for nulige
C={1,4in-1,n} for n lige .
Mangden B er komplementaermangde til C. For at vise dette dele vi op efter pariteten af n.

l. nulige

Vi benytter, at
1+2+3+--+n=3n(n+1),
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sa produktet af tallene i C er
1-(3n-3)-(-1)= $(n?-2n+1)
og summen af tallene i B er
Inn+1)-A+(3n-3)+n-1)=5i(Mn?-2n+1).

1. nlige

Her er produktet af tallene i C

1-(3n-1).n=4%in?-n,
og summen af tallene i B er
inn+1)-(1+3n-1+n)=4%in*-n.

Dermed er problemet lgst.
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