Opgavehjgrnet Redakter: Jens Carstensen

Svar pa opgave 368
(Marts 2020)

Opgave:

Nogle (lette?) regneopgaver
a. Vis, at tallet 512° + 675% + 720° er sammensat.

b. Oplgs fglgende tal i primfaktorer:
s =989-1001-1007 + 320 .
c. Beregn som uforkortelig brogk:

_ (2 -DE-1)---(99° -1)(100° 1)
(22 +1)(3 +1)---(99° +1)(100° +1)

p

d. Bestem den hele del af tallet

11 1
a=—Ff=+—"F+-+ .
23 /10000

e. Bestem den hele del af tallet
1

1 1 1
N YN N 7N N N - I T

f. Afger uden brug af regnemaskine hvilket af falgende tal, der er storst
a= 29200_ 2151 b= 5279_ 3300 )

b:

g. Oplas tallet 52°° - 1 i et produkt af tre naturlige tal, der alle er stgrre end 5%,
h. Vis, at tallet 3% + 4105 er deleligt med 13, 49 og 379, men ikke med 5 og 11.
k. Bestem den hele del af tallet

2020 2020
37+ 2
— ~2018 2018 *
37T +2

m. Hvilken rest ved division med 9 giver tallet

X =+/1111111111— 222227

Besvarelse:

a. Vis, at tallet 5122 + 675° + 720° er sammensat.
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Vi saetter x =512,y = 675,z =720. Sa er
272 =2.720%2=2%.3%.52

0g

3xy =3.512.675=29.34.52
Dermed er

272 =3xy eller 2z3=3xyz.
Vi far sa

Xy + 2 =3 +y- B+ 228 =53 + Y3 - 22+ 3xyz
=(X+y-2)(X2+y>+72-Xxy+ X2 +V2).

Derfor er 5123 + 675% + 720° delelig med 512 + 675 - 720 = 467.
Vi far faktisk, at
5123 + 675% + 720° = 467-229-7621 .

b. Oplgs felgende tal i primfaktorer: s =989-1001-1007 + 320 .

1. metode. Vi satter x = 991 og far
s = (X - 2)(x + 10)(x + 16) + 320 = x3 + 24x2 + 108x - 320 + 320
= x3 + 24x2 +108x = X(x? + 24x + 108) = x(x + 6)(x + 18) = 991-997-1009 .

2. metode (Asger Olesen). Betragt polynomiet

p(x) = x(x + 12)(x + 18) + 320
Vi ser, at
s =p(989) = 989-1001-1007 + 320

Desuden er x = -2 rod i p(x), idet

p(-2) =-2-10-16 +320=0.
Ved udregning fas

p(x) = x3 + 30x2 + 216x + 320 = (X + 2)(x? + 28x + 160) = (x + 2)(x + 8)(x + 20) .
Derfor er
s = p(989) = 991-997-1009 .
3. metode (Walther Janous). Vi har, at
$=989-1001-1007 + 320 =991-1001-1007 - 2-1001- 1007 + 320

=991-1001-1007 - 2-(1001-1007 - 160)

=991-1001- 1007 - 2-((991 + 10)- (991 + 16) - 160)

=991-1001-1007 - 2-(9912% + 26-991) ,
sa s er delelig med 991. Dernast er

%1 =1001-1007 —2- (991+ 26) =1001-1007 —2-1017 .

Hvis vi satter z = 1009, far vi

S _ (s, _9\_ S _7(7-12)= .
@_(z 8)(z—-2)-2(z+8) < 901 z(z-12) =1009-997 .
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Dermed far vi oplgsningen
s=991-997-1009 .

(2° —1)(3° —1)--- (99° —1)(100° —1)

B forkortelig brok: p = '
C. beregn som urorkortelig org p (23+1)(33+1)‘_.(993+1)(1003+1)

1. metode. Vi har, at
a’>+ b®=(a+ b)@ Fab+b?.
Desuden er
X-x+1=(x-1>2+(x-1)+1
sa fx
992+99 +1=100%-100+1.
Vi far sa
221 (2-D(2°+2+1)
22+1 (2+D(P* +1+))

3-1_ (B-DE +3+1)
P+l B+D(2°+2+1)
£-1_(4-1)(4° +4+0)
#+1 (4+1)(3F +3+1)

99° —1_ (99-1)(99° +99+1)
99° +1  (99+1)(98° +98+1)

100° -1 _ (100-1)(100° +100+1)
100°+1  (100+1)(99° +99+1)

Altsa er
D= 1.2-3---99- (2% + 2+1)(3° +3+1)--- (100> +100 +1)
3.4.5...100-101- (1> +1+1)(2° +2+1) --- (99° + 99 +1)

_1.2-(100° +100+1) _ 2-10101 _ 2-3-3367 _ 3367
3-100-101 3-10100  3-10100 ~ 5050 '

og denne bregk er uforkortelig.

2. metode (Jens-Sgren Andersen). Vi har, at

-1 (x=1)(x® + x+1) C(x=D(xP+x+1) _ x-1
X+D°+1  (X+D+D((x+D)* —(x+D)+1) (Xx+2)(X°+x+1) X+2°

Dermed er

1 2°-13-1 99°-1 3
. . .. -(100° =1
22+1 3+1 4°+1 100°+1 ( )

_12-1 3-1 99-1 gg999g_ _1-1:2-3-4---96-97-98

79242342 9942 9-4.5.6---98-99-100-101

_ 2.3.999999 _ 2.3.32.37.3.11.7.13 _ 3367
9.99-100-101 32.32.22.52.101 5050 °

p:

-999999
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1 1 1
d. Bestem den hele del af tallet: a=—/—+—+---+ .
NZINE) /10000
1. metode. Vi har, at
J_ Jk —
f I+I IN ( )
Fork=2,3, ..., 10000 fas
L<2(\/§—1)
2
1
= <2(\3-+2)

1 2.(.J.§.—J99@) ,

-
o
o
o
o

0g addition giver
<2

—

/10000 — 1) —198..

Pa den anden side er

T T Ak,

og fork=2, 3, ..., 10000 fas

>2(\3-42)
>2(JZ—J§)

i &l

< 2(,/10001-/10000)
/10000 -

som ved addition giver

a> 2(4/10001—«/§)>2(100—1,45) =2.98,55=197,1.

Altsa er
197,1<a<198,
sa inta = 197.

2. metode (Jens Skak-Nielsen). Pa grafen for funktionen f (x) = % forbinder vi punk- terne (n, f

(N)og (n+1,f(n+1))forn=1,2,..., 10000. Den stykkevis linezere funk- tion, der derved opstar,
er majorant for f (x). Summen af arealerne af trapezerne under grafen for den stykkevis linezre
funktion og over x-aksen er stgrre end arealet af punkt- maengden mellem grafen for f (x) og x-

aksen, sa vi far
L (O IR e Ar I =)

hvoraf
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10000 1 1 1
2x 1,111 10005
[ }1 2 J_ J3 9999
= 200—2<0.505+a—ﬁ < a>197,505.

Dernaest konstruerer vi en positiv stykkevis lineger funktion, hvis graf ligger under grafen for f (x),
idet vi treekker tangenter til grafen for f (x) i punkterne (n, f (n)) for
n=1,2,...,10000. Hver tangent treekkes i intervallet [n -3;n+ 11 Idet

= 2x\/_

far en sadan tangent i (n, f (n)) efter lidt udregninger ligningen

X+

V= Zn\/_ 2dn

f(x) =

Sl

(n,v/n)

Derefter kan man ved indsattelse af x=n- 3 ogx=n+ $ og reduktion fa frem, at tangentstykket
er udspaendt af punkterne med koordinaterne

rink) s rina)
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JxX
(n,v/n)
\\‘—
n-05 n n+05

Avrealet af det trapez mellem grafen for den stykkevis linegre funktion og x-aksen, der fremkommer
er dermed

l'£4n+1+ 4n—1j_ 1

2 Landn andn) dn
Derfor er
10000,5
1 1 1 1
—=OX>F=+—F=++ =a
L,s Jx NFRRE /10000
hvoraf

10000, 5
[ 2Vx ] o =2 10000,5 — 2,/1,5 =197,555 > a .

Dermed har vi, at
197,505 < a < 197,555,
s&inta=197.

1

1 1 1
NN TN 7N Y RN IO T

e. Bestem den hele del af tallet: b=

1. metode. Vi seetter

S, = LR S +~~-+;,
V243 a5 647 100 ++/101
1 1 1 1
S, = + + +ot =
tJorvt V2B Va5 /98 +/99

Ved at sammenligne summerne led for led ser vi, at S; < b og b < S,. Dermed er

Si<b<S, eller Si+b<2b<S+b . (1)
Nu fas

Si+b=

1 1 1
Fdz 2B oo+ ol
z(@_ﬁ)+(@_ﬁ)+...+(m_Jm_O):Jlo_l—l> 9.
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Tilsvarende er

RPN S S S
S i i Jee oo

=(VL-0)+(v2 1) ++++(100 - /99 ) = 100 =10.
Af (1) far vi sa

9<S;1+b<2b<S,+b=10,
hvoraf

41 <b<5.
Den hele del af b er altsé 4.

2. metode (Hans Mortensen). Vi har, at

b= nglﬁ+@:f+...+MZ@_ﬁ+ﬁ_@+...+m_@

100-99

-3 (Jan i)

Funktionen

_ _ 1 _ 1
f () =v2x —/2x NPT

er positiv og aftagende for x > 1. Vi ser, at
50
b=>"f(n)
n=1

er en oversum for f (x) i intervallet [1;51], s&

b> jlsl(@ —2x-1)dx=4,42788.

f(x) = vV2x - v2x - 1

P& den anden side er
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51
>t
n=2
en undersum for f (x) i intervallet [1;51], s&
51 51
L (\/2_—\/2x—1)dx > Z(\/Z_—\/Zn—l)
n=2

& 4,42788+2 -1 >0b+/102-101 < b < 4,79246.

Dermed er
4,42788 < b < 4,79246 ,
sa intb = 4.

f. Afger uden brug af regnemaskine hvilket af falgende tal, der er storst
a= 29200. 2151 ’ b= 5279. 3300 i
1. metode. Vi ganger begge tal med 24°. 52
249 . 521. a= 29200 . 2200 . 521 249 . 521 b= 3300. 5300. 249 )

Nu er 5% < 27 (da 125 < 128) og
(29-2)2 < (3-5)2,
idet 3364 < 3375. Dermed er

53 < 27 Py 521 < 249 ’ (29 . 2)2 < (3 . 5)3 Py 29200_ 2200 < 3300_ 5300 .
Multiplikation af disse to uligheder giver
29200_ 2200 . 521 < 3300_ 5300 . 249 Py 29200_ 2151 < 5279 . 3300 & a<b .

Udregning giver
loga = 337,9351 , logb ~ 338,1490,

hvoraf
log2 ~0,2139 s& b ~ 1,6364a .
2. metode (Jens Skak-Nielsen). Vi omskriver lidt snedigt sadan:
a= 29200 . 2151 - 2920 . (293)60 . 2151 - 2917 . 293 . 2438960 . 2151
< 297.29%. (24300- 1,004)%°. 215" = 2917. (29 1,004%)3 . 24300%°. 215!
- 2917 . (29 . 1,00420)3_ (35 . 22 . 52)60_ 2151 < 2917_ (29 . 1,1)3 . 3300 . 2271 . 5120

< 2917.393.3300 9271 5120 — (%)“ .3920. 3300, 9271 120

( 29 )17 . (25)%0. 3300, 271 5120 — ( 2_s2a )17 3300 (27)53. 5120

(2_529)17 3300 (1,024 - 53)%. 5120 = (3_9) .1,02453. 3300 5279
(@)17 - (1,0244)17. 33005279 (%_1’ 024* )17 . 3300, 5279
( 29 1 1)17 . 3300, 5279 < 3300 5279 — |y

Dermed er a det mindste af de to tal.
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3. metode (Asger Olesen). Farst ser vi, at

29*.2° 5
F5 2
fordi denne ulighed er ensbetydende med
294.24<3%.5° & 584<15° & 11316496<11390625.

Dernaest far vi
b 5279 . 3300 529 529
—_ = = >
a 200 151 431\ 550
e (2396-5% ) 2 (3)72

49 70 70 107 7
2 20 _2° _(2°) _1024" _,

~ 58 T 5 5% T 107 T 10007 1000

Altsd erb > a.

4. metode (Palle Bak Petersen). Vi ser pa tallet x, hvor

X= b 52793300 = 1530 = 1550 '

s at
1 515

Nu er
5.210.2° <8 « 5%.10.2° < 2%
o 52.10<2” o 52.910<2 o 25.910<32,

hvilket er sandt. Altsa er

5
2910 20.2% [ 292.22 <1
155 | 158 ’

fordi 582 = 3364 og 15° = 3375. Derfor fér vi

Ix <1 & x<1 < 2<1  a<b.

5. metode (Walther Janous). Vi far, at

b 59,380 3 100 5279
g 2200 2151 292 'F’

In g_—loo In +279 In5-151-In2 =—100-In 841+279 IN5-151-1n2 .

Ved hjalp af den gode gamle logaritmetabel (tilladt hjeelpemiddel?) fas nu

82471 31+—<312 . In31.2<3,4405 , In5>1609 , In2<0,694,

sa at
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Ing =-100- In82i71+279-|n5—151-|n 2 > —344,05+448,911-104,794 > 0,067 > 0.

Dermeder 2 >1,sda<b.

g. Oplegs tallet 52°%° - 1 i et produkt af tre naturlige tal, der alle er starre end 5%,

1. metode. Vi setter a = 5%, S§ er
505.1=a°-1=(a-1)@* +a®+a?+a+1).
Der er klart, at a - 1 = 5% - 1 er en af de gnskede faktorer. Nu er
(@+3a+1)?=a*+6a’+1la’+6a+1

0g

5a(a + 1)° = 5a% + 10a” + 5a,
hvoraf

(@®+3a+1)-5a(@a+1)?=a*+al+a’+a+1.

Vi seetter b = 5292, sd h? = 5%04 =53, s3

a*+ad+a’+a+1=(a’+3a+1)*-b%a+1)?=(a’+3a+1)>-(ab+ b)?

=(@®+3a+1l+ab+b)a®+3a+1-ab-b) . (1)
Her er
a2 = 5806 > 5605
0g
ab + b = (a + 1)b - (5403 + 1) . 5202 < 5403+202 - 5605 ’
sa at

-ab - b > -5%5
og dermed far vi en vurdering for den sidste faktor i (1):
a?+3a+1-ab—b>5505+3.5%0841.5605=3.54084 155100
Dermed gelder ogsa for den farste faktor i (1), at
a?+3a+1+ab+b>5%0,
Den sggte faktoroplgsning er altsa
(a-1)(@®>+3a+1+ab+b)(@+3a+1-ab-b) .

2. metode (Jens-Sgren Andersen). Ved hjelp af formlen for summen af en kvotientraek- ke far vi, at
—f;n?_‘f:(a“)m—1+(a“)m—2+-.-+a“+1 .
Dermed er
(a13.31)5 _1. (a31)13 _(a3l _1)
a3 _1 a1 !

a2015 _ 1 — a5'l3-31 _1 —

5.31\13 31\°
2015 _ 1 = a5.13.31_1_(a ) -1 (a )1.(a31_1)

21 at_

to faktoroplgsninger af tallet a2*> — 1 som produkt af tre faktorer. Den sidste faktor
a3t — 1 =53 _1 er imidlertid ikke stor nok til at opfylde kravet om, at starrelsen skal overstige 5%,
For nemheds skyld setter vi k = a*! og ser pa de to faktorer oven for, nemlig
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P1(K) = —1 —k?+k"+--+k+1 og P (k)_ ‘1 kA kP kP kL.
Ved hjelp af Euklids algoritme kan vi indse, at polynomierne P1(k) og P2(k) er indbyrdes primiske i
ringen af polynomier over de hele tal. Vi far, at
P3(k) = P1(K) - (K + k%) -Pa(k) = k> + k + 1,
Pa(k) = P2(K) - k- Pa(k) =k + 1
Ps(k) = P3(k) - k-Pa(k) = 1.

Altsé er P1(a) og P2(a) indbyrdes primiske polynomier, der begge er divisorer i poly- nomiet a?°%° -
1. Sa er ogsa P1(a) - P2(a) divisor i a?°%°-1. Dette giver faktoroplgsningen

21— 8 "=l pyp ).
R(a)-P,(a)
Vi ser, at
(a31)12 < Pl(a) < (a31)13 og (a31)4 < Pz(a) < (a31)5
sa at
(8%1)!° < Py(@)- Pa(a) < (a®)'®
Dermed er
215 _q g5l _ s

>
R@)-R@@)  a**
Altsd er alle tre faktorer stgrre end (a3)* = al?* = 5124,

h. Vis, at tallet 31% + 41% er deleligt med 13, 49 og 379, men ikke med 5 og 11.

Vi har, at a" + b" er delelig med a + b, nar n er ulige, idet

a"+b" = (a+b)@" " -a"% +a"p?- .- -ab™* +b") .
Derfor er
t= 3105 + 4105 - (33)35 + (43)35

delelig med 3% + 4% = 7.13. P4 same made er

t= (35)21 + (45)21
delelig med 3° + 4° = 7.181. Desuden er

t= (37)15 + (47)15
delelig med 37 + 47 = 49.379.
Videre er

4°=64 = -1 (mod5) sd 4% = (-1)®=-1(mod 5)
0g
3105 = 3.(3%)%2 = 3.(-1)%2 = 3 (mod 5) .
Altsa far vi
t=-1+3=2(mod5),
sa t ikke er delelig med 5.
Vi far, at

43 =-2(mod11) s& 4%5=(4%° = (-2)°=-32 = 1 (mod 11) .

Desuden er
3°=243 = 1 (mod 11) s& 3% =(3%% = 1 (mod 11).
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Dermed er
t=1+1=2(mod11),
sa t ikke er delelig med 11.

32020 +22020
k. Bestem den hele del af tallet: a = ST 0

1. metode. Vi ser, at 32920 er "meget’ storre end 22°2% og at 32°28 er *meget’ storre end 22°18, s&
32020 + 22020 32020

T 52018 2018 ~ 52018
37 +2 3

=9.

Vi far desuden
9. (32018 + 22018) >09. 32018 +4. 22018 = 32020 + 22020
sa at a < 9. Endelig er
8. (32018 + 22018) =9. 32018 +4. 22018 _ 32018 + 42018
= 32020 4 2020 _ (32018 _ 42018y ¢ 32020 4. 92020
hvoraf a > 8. Dermed er inta = 8.
2. metode (Jens-Sgren Andersen). Vi omskriver sadan:

202 202
300+200

201 2018
308+208

+ ( )2020

1
1+(

wn |wlN

)2018 '
Da (2)™ <(2)™", era<9-1=9. Desuden er

(%)2018 < (%)6 <

Ol

Daaltsd 8 <a<?9,erinta=8.

3. metode (Asger Olesen). Vi har, at
(@" +bM(a? +b?) = a™? + b™? + a%" + a"b?,
sa vi far
a"?+b"? _(@"+b")—(a%h"+a"®) _ o 2 _a’h"+a'h’
a"+b" a"+b" a"+b"

Dermed er

_Smm+2mm_32 52 y_fmg+§mg22_13 .o%18 | 4 32018
_3mm+2mw_' - 32018 | 52018 YT 32018 | 52018

:13_4.22018_'_4.32018_ 5'22018 :13_4_ 5 :9_ 5
32018 + 22018 32018 + 22018 3 2018 1 (%)2018 1

Her er det klart, at
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sainta = 8.

m. Hvilken rest ved division med 9 giver tallet: x =~1111111111—22222?

Vi kan omformulere s&dan:

x =/1111111111— 22222 = \/1010 -1_2:00°-1) _ \/10“’ ~2.10° +1
9 9 9

2
5 5
_ [103—1] _ 103—1 — 33333,

Et tals tveersum angiver dets rest ved division med 9. Derfor er x=15=6 (mod 9).
00000

Bemarkning til Opgave 366b.

Opgave 366b har falgende ordlyd:

Bestem samtlige muligheder for at dele meengden {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} i to disjunkte delmangder
B og C, sa summen af tallene i B er lig med produktet af tallene i C.

Vi ser pa fglgende lidt anderledes problem:

Bestem en opdeling af mangden {1,2,3,..., n} i to disjunkte delmangder B og C, sa summen af
tallene i B er lig med produktet af tallene i C.

Vi kraever altsa ikke samtlige lgsninger, men blot en enkelt. Sma veerdier af n giver falgende
muligheder:

n=5: B={35}, C={1,2,4}
n=6: B={345}, C ={1,2,6}
n=7: B={2457}, C ={1,3,6}
n=8: B={24567}, C={1,3,8}
n=9: B={235,6709}, C ={1,4,8}

n=10: B={235,6,789}, C={1410}
n=11: B={234,6780911} ,C={1510}.

Vi far den idé at definere
C={1,3(n+n(mod2)-1,n-n(mod?2)},
eller
C={1,%n-3,n-1} for nulige
C={1,3%n-1,n} for nlige.
Mangden B er komplementaermangde til C. For at vise dette deler vi op efter pariteten af n.

I. nulige

Vi benytter, at
1+2+3+ - +n=4n(n+1),

Marts 2020 13/14 Matematik




| Opgavehjgrnet Redakter: Jens Carstensen

sa produktet af tallene i C er
1-(3n-3)-(1-1)= (07~ 20+ 1)
og summen af tallene i B er

Inn+1)-A+(En-4)+n-1)=3(M?-2n+1).

Il. nlige
Her er produktet af tallene i C
1-(3n-1)-n=1in%*-n,
og summen af tallene i B er
inn+1)-@Q+3n-1+n)=4in*-n.

Dermed er problemet Igst.

Besvarelser modtaget fra:
e Jens Sgren Andersen
e Klaus Grunbaum
e Walther Janous
e Hans Mortensen
e Asger Olesen
e Jorgen Olesen
o Palle Bak Petersen
e Jens Skak-Nielsen

e Con Amore Problemgruppe
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