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Opgave:

Et par ligningssystemer er aldrig af vejen!

a. Lad a, b og c veere positive reelle tal. Las inden for de reelle tal ligningssystemet

ax + by = (x - y)*
by + ¢z = (y - 2)?
cz+ax=(z-x)?.

b. Las inden for de reelle tal ligningssystemet
(x> - 6x +13)-y =20

(y*-6y+13)-2=20
(z-6z+13)-x=20

c. Los inden for de reelle tal ligningssystemet
X(y? +2) = 2(z + xy)
y(@* +Xx) = x(x + y2)

Z(x* +y) = y(y + 2X)
d. Les inden for de reelle tal ligningssystemet

x2-yz=1
y2-7x =2
?-xy=3.

Besvarelse:

a. Lad a, b og c veere positive reelle tal. Las inden for de reelle tal ligningssystemet

ax + by = (x - y)®
by + ¢z = (y - 2)?
cz+ax=(z-x)?.

Svar a. Addition af ligningerne giver
ax+by+cz= 3 ((x-y)?*+(y-2*+(2-%?).
Fra denne ligning treekkes efter tur hver af de tre givne ligninger, sa vi far
cz=3(x-y)’+ 3(y-2*+ 3 (@2-%?- (x-y)

& 2= 3(y-2*+ 3(@-x7- 3 (x-y)’

& 2=(2-x@-y) . 1)
og tilsvarende
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ax=(x-y)(x-z) og by=(y-2)(y-x) . ()
Vi ganger ligningerne (1) og (2) med henholdsvisy - x,z-y og X - z:

cz(y - x) = (x-y)(y - 2)(z - X)

ax(z-y) = (x-y)y-2)(z-x) ©)

by(x -2) = (X-y)(y - 2)(z - X) .

For nemheds skyld sztter vi
k=X-y)(y-2)z-Xx)
sa vi har, at
_k _k _k
2y-x=12 , x@z-y)=5 , yx-9)=¢ .

Addition af disse ligninger giver

1,1, 1)_., _ vy —
k~(a+5+6j_zy IX+XZ—Xy+yx—yz=0 .

Da a, b og ¢ er positive, slutter vi, at k =0, sa

xX-yy-2@-x=0.

Dermed er to af tallene x, y og z ens. Hvis fx x =y far vi af (2), at x=00gy = 0 og af (1) fas
derefter

cz=72°,

hvoraf z = 0 eller z = c. Lgsninger er altsa

(xy,2) : (0,0,0) , (0,0,c).
Analogt far vi lgsningerne
(xy,2) : (0,b,0) , (a,0,0) .

b. Las inden for de reelle tal ligningssystemet
(x?-6x+13)-y=20 \
(y>-6y+13)-2=20
(2% -6z +13)-x=20

Svar b. 91
1. metode. b
Hver af parenteserne er positiv, sa X, y 0g z er positive.
Vi omskriver systemet til , y=Kx-37
(x-3)>+4) -.y=20
((y-3)?>+4)-z2=20 !
((z-3)%+4) -x=20.
Parenteserne er mindst 4, sd x, y og z ligger i intervallet ]0;5]. [
Men sa vil 4
(x-3)%2<9 , (y-3)?<9 , (z-3)*<9.
Vi far sa !

20=((x-3)*+4)-y<13y sa y>2A .

P& same made er x > 2 ogz > 2. Af det grafiske billede for
funktionen f (x) = (x - 3)? ser vi, at hvis £ <x < 5, er (x - 3)? '
<4,

—_—

[
w
o
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w
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Analogt er (y - 3)2 < 4 0g (z - 3)? < 4. Heraf fglger, at
20=((x-3)*+4)y<8y sa y=>23,
sdogsdx >23 09z >2%.

Vi viser, at x =y = z = 4 er den eneste lgsning til ligningssystemet.
Antag atx # 4. Hvis23 < x<4er

X-3<1sa

4<(x-3)%+4<5
hvoraf

20=((x-3)?+4)-y<5y sd y>4,

og dermedy -3>1.
Derneast er

20=((y-3)>+4)-2>52 sd z< 4,
ogdermedz-3<1.Saer
20=((z-3)>+4)-x<5x s& x>4.
Dette er i strid med forudsetningen om X.
Hvis 4 < x < 5, far vi
20=((x-3)>+4)-y>5y sd y<4,
20=((y-3)2+4)-z<5z2 54 z>4 ,
20=((z-3)*+4)-x>5x sd x<4,

hvilket er i strid med forudsatningen om x.
Vi har kun muligheden x = 4 tilbage, hvilket i de to ferste ligninger giver

59=20 < y=4 0g 52=20 < z=4,
og (x,y,z) = (4,4,4) passer ogsa i den sidste ligning. Altsa er den eneste lgsning til ligningssystemet
(xy,2) =(4,4,4).

2. metode (Jens Sgren Andersen).

Vi har, at
_ 20 . 20 _ 20
Y= T o X e
X°—6x+13 y°—6y+13 2" -6z+13
Vi seetter
20
f(t)=>—""F—,
® t? —6t+13
sa

y=f() ., z=fy)=f(fx) ., x=1@) =1 X)) .
Det grafiske billede af f (x) ses pa figuren.
Vi skal lgse ligningen

f(F(F (X)) =x. 1)
Idet t? - 6t + 13 = (t - 3)* + 4, har f (t) sin stersteveerdi 2 =5 fort=3, og f (4) = 4.
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Altsa er
fFEF@)=1(@)=f@4)=4,
sa en lgsning til (1) er x = 4. Derefterery=f (4) =4 09z =f (4) = 4, sa (x,y,2) = (4,4,4) er en
lzsning til ligningssystemet.
Lad (x,y,z) veere en lgsning til ligningssystemet. Pa grund af rotationssymmetrien er (z,x,y) og
(v,x,2) ogsa lgsninger, sa vi kan uden indskraenkninger antage, at x < z.
Vi ser, at
fX)<x < x>4 , f(X)>x < x<4 , f4)=4. 2)
Nuer f(z) =x < z. Daaltsa f (z) < z, gelder efter (2), at z > 4, og da f (x) har sterste- vaerdien 5, er
4 <z<5.
Daf (5) = 3, ser vi af grafen for f (x), at

f([45]) <[3:4],

4<71<5 = 3 <x=f(@®)<4.

o

Sd

Derefter gaelder
4<y=f(x) <5,

o

Sa

Dermed har vi fundet, at

Altsa z = 4 = f (4). Dette medfarer, at x =y = z = 4 er eneste lgsning til ligningssystemet.

3. metode (Asger Olesen, Tgnder).
Ligningssystemet omskrives til

_ 20 _ 20 _ 20
= 2=  X=73 :
X" —6x+13 y° -6y +13 z°-6z+13

y 3)
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Da navnerne er positive for alle veerdier af x, y og z, er de tre variable positive.

Huvis to af de variable er ens, er den tredje variabel identisk med de to andre.

Hvis fx x =y, er hgjresiderne af de sidste to ligninger i (3) ens, sa det falger, aty = z.

Hvis x =y =z, far vi

(x?2-6x+13)-x=20 < x3-6x2+13x-20=0 < (x-4)(x*-2x+5)=0,

hvoraf x = 4. Altsa er (x,y,z) = (4,4,4) eneste lgsning til det oprindelige ligningssystem.

Vi antager derfor nu, at x, y og z er indbyrdes forskellige. Vi kan antage, at x >y > z. Sa far vi af
(3), at

' 20 > — 20 > — 20
z°-6z+13 x"-6x+13 y -6y+13

& 77 -6z < xX*-6Xx <y’ -6y

& 2-62<x2-6X A X2-6Xx<y?-6y
& 2-x2-61+6x<0 A X2-y?-6x+6y<0
& (2-X)(z+x-6)<0 A (X-y)(x+y-6)<0.
Daz-x<0ogx-y> 0 efter antagelsen, ma der derfor gaelde, at
Z+x-6>0 A Xx+y-6<0 eller z>6-x A y<6-Xx,
hvoraf z > y. Dette er i strid med, at x>y > z.
Andre starrelsesrelationer mellem x, y og z giver tilsvarende udregninger med efterfgl- gende
modstrid.
Konklusionen er derfor, at de tre tal x, y og z er ens, altsa x =y = z. Altsa er (x,y,z) = (4,4,4) eneste
lasning til ligningssystemet.
Bemaerkning. Som kuriosum naevner vi, at hvis man bruger CAS, far man
FEEE)=x < £=0,
hvor telleren t og neevneren n er givet ved
t =1047x° - 28268x8 + 332876x’ - 2239160x° + 9608942x° - 27778240x*
- 55103244x3 - 73091176x2 + 58629677x - 21507380 ,
n =1037x8 - 24888x’ + 251756x° - 139572x° + 4648142x*
- 9665160x> + 12740844x? - 10418616x + 4373837 .
Teelleren kan skrives som produkt af tre polynomier

t=p)-q(x)-r(x) ,
hvor
pxX)=x-4 , qx)=x>-2x+4 ,

r(x) = 1037x° - 22046x° + 187119x* - 809108x3 + 1880827x2 - 2232494x + 1075369 .

Polynomiet q(x) er positivt for alle x. Polynomiet r(x) er positivt for alle x, idet det har de seks
komplekse lgsninger:

1,562 + 0,511 , 3,237 +£0,819i , 5,831 + 0,668i .
Altsa er (x,y,z) = (4,4,4) eneste lgsning til ligningssystemet.

Bemarkning. Med CAS kan man tegne det grafiske billede af f (f (f (x))) som vist pa figuren. Heraf
fremgar ogsa, at ligningen f (f (f (x))) = x har praecis en lgsning, nemlig x = 4.
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(o)

c. Los inden for de reelle tal ligningssystemet
X(y? +2) = 2(z + xy)
Y@ +X) = x(x +yz)
Z(x* +y) = y(y + 2x)

Svar c.

1. metode.

Systemet er ensbetydende med
Xy? + Xz = 7% + xyz xy(y - z) = 2(z - X)
V22 +yx=x2+xyz < yz(z-X)=x(X-Yy) (1)
X% + 2y = y? + xyz ZX(X-y) =y(y-2) .

Multiplikation af ligningerne giver
X2y223(y - 2)(z - X)(X - y) = xyz(z - )(x - Y)(y - 2) . )
Hvis xyz = 0, findes muligheden x = 0. Det oprindelige ligningssystem ser da sadan ud:
0=22 , y?=0 , zy=Vy? .
Altsa er z = 0 og dermed y = 0. En lgsning er derfor (x,y,z) = (0,0,0). Pa grund af sym- metrien farer
mulighederne y = 0 og z = 0 ogsa til lgsningen (x,y,z) = (0,0,0).
Antag sg, at x, y og z alle er forskellige fra 0. Sa er (2) enshetydende med
xyz(y - 2)(z - X)(x - y) = (2 - X)(x - Y)(y - 2)
< (Y-DE-0x-y)xyz-1)=0. ®)
Hvis y = z far (1) udseendet
0=2(z-x) , Y(y-x)=x(x-y) , yx(x-y)=0 .
Dax, y og z ikke er O fglger saz=x og x =y. Dermed har vix =y =1z.

Antag s, at x, y og z indbyrdes forskellige tal. Af (3) falger, at xyz = 1 og det oprindelige
ligningssystem ser sadan ud:
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xyz(y - z) = 22(z - X) y-2=17%z-X)
Xyz(z-X) =X3(x-y) < z-X=xX(X-Y)
Xyz(x - y) = y4(y - 2) X-y=yXy-2) .

Uanset den indbyrdes starrelse mellem x, y og z, vil der opsta en modstrid i en af disse ligninger.
Hvis fx x <z <y, er z - x positiv og x - y negativ i strid med den midterste ligning.

Altsa kan x, y og z ikke veere indbyrdes forskellige, s x =y =z =0 eller x =y = z. Samlet er
lasningsmangden alle talset af formen (x,y,z) = (k,k,k), hvor k gennemlgber de reelle tal.

2. metode (Wather Janous, Innsbruck).
Hvis z = 0 ser ligningssystemet sadan ud:

x(y? +0) =0(0 + xy) xy? =0
y(0 + x) = x(x + 0) = Xy = X2
00¢ +y) =y(y +0) 0=y
Hvis en af de variable er 0, er de altsa alle 0.
Vi forudsatter nu, at ingen af de variable er 0. Sa far vi i den farste ligning

2+7)=z(z + 247 -vy7) = 72 N
X(y°+2)=2z+xy) < x(y°+z-y7)=7" & X vaw— (1)
Tilsvarende far vi af de to gvrige ligninger:
X y:
=—"—— 0¢ Z=—5—"——. 2
Y =7 aax X2 —xy+y )

Ligning (1) indsattes i ligningerne (2):
2
2 2
Yy —VyZ+12 Yy
y= 2 2 0g z= ) 2
2 z z z 2
£ R | Yy Y
y —yz+z y —yz+z Yy —yz+12 Yy —yz+12

Dette reduceres til

22
_ 3
Y= Py )y e+ 2) ®)

og

_ YAy’ —yz+2)° )
L= 5 4 3 2.2 2 4 ()
Yy =2y'z24+2yz+y2°(z-2)+yz°(1-2)+2

Ligning (3) omskrives til

2 4 3 2
y——, 2 _0 o WZAby ryzoyeeh-7)
(Y —yz+1)(y" -yz+2) (Y —yz+1)(y -yz+2)
2 2
y (y +1)
& L= VvV I =" 5
y vy 1 (5)
Hvis z =y fas af (1):
ZZ
X= =7,

2’ -7°+1
altsax =y =z

Udtrykket for z i den sidste ligning i (5) indsattes i (4), hvilket ved reduktion med CAS (egentlig
ikke et tilladt hjeelpemiddel!) giver monstret
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Y- (V2 +y+D° (v -2y° +4y" —4y* +3y* -2y +1)
(VP -y? =D (v  +y* +3y" +3y° +y* + 2y —yP +2y% +1)

Her er y = 0 en lgsning. Anden faktor i teelleren er altid positiv. Tredje faktor i teelleren er aldrig 0,
idet ligningen

Yo -2y + 4y -4y +3y?-2y+1=0
har de 6 komplekse lgsninger
0,746 + 0,393i , 0,413 + 1,402i , -0,160 + 0,795i .
Dermed er lgsningerne (x,y,z) = (k,k,k).

d. Les inden for de reelle tal ligningssystemet

xX2-yz=1
y2-7x =2
7?-xy=3.
Svar d.
1. metode.

Subtraktion af den farste ligning fra den anden giver
y-x+yz-zx=1 & (y-x)y+x) +zy-x)=1
& (Y-X)(x+ty+z2)=1.
Subtraktion af den anden ligning fra den tredje giver
2-y+x-xy=1 & (@-y)z+y)+x@z-y)=1

< (Z-y)x+y+2)=1.
Altsé er

=z-y. 1)

Vi satter

COX+y+z

Efter (1) er s&
z=y+d og x=y-d,

og den anden af de tre ligninger giver

V-(y+dy-d=2 < d=+J2.

Af (1) far vi
y-X=z-y & 2y=x+z <& 3y=x+y+z=i,
o 1 1
S
> N
Saer
1 1-3d* _ 1-6 -5
x=y-d= L _d= - o x= |
d 3d 3d 132 +3./2
hvoraf
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Z=2y—-X=

2 .5 __1
372 132 342

Lasninger til ligningssystemet er altsa

o) (—335’335’335j ’ (3\5/5’—335’—335]'

2. metode (Jens Sgren Andersen, Esbjerg).
Lad (x,y,z) veere en lgsning til ligningssyste- met.
Hvis x = 0 fas systemet

som ikke har lgsninger.
Hvis y = 0 fas systemet

som ikke har lgsninger.
Hvis z = 0 fas systemet

som ikke har lgsninger.
Vi indfgrer tallene a, b og ¢ ved

xX*-yz 1-%5 1-% c-a
& 2c-2a=ac-1 < c:ga_}, (1)
~a

hvor c # aog a? # 2. Division af den tredje ligning med den farste giver

2

g 2w _wTh @73 1ad
X-yz 1-%  1-% c*-ac
< 3¢®-3ac=1-ac’ < c((3+a)kc-3a)=1, 2)

hvor ¢ # a. Ligning (1) indseettes i ligning (2):

22 va).

2a_§—3aj:1
2-a

hvilket reduceres til
fa*+a®-5a-1=0 < ((Ga+1)@-1)=0
& a=-t v a=1.

Hvis a =1, er x =y, og det oprindelige ligningssystem far fglgende udseende:

X2-xz=1
X2-xz=2
22-x2=3,

som tydeligvis ikke har lgsninger.
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Hvisa= -1 fés

5 1 1
C= = = — = 0 b=_= =7.
2-a° 2-4%& 7 g ac -1

Saer

¥:a:—l & x=-5y og %zbz? & 1=Ty.

Det oprindelige ligningssystem far udseendet

(-5y)%-y-7y=1 25y2 - 7y? =1
y2-Ty-(5y) =2 & y*+35y*=2
(7y)*- (-5y)-y=3 49y? + 5y =3 .

2 S — 12
Dette system er ensbetydende med, at 18y” = 1, say = +~¢. Dermed er

3. metode.

Vi ser mere generelt pa systemet
x?-yz=a
y?-72x=b
72-xy=c.

Vi far, at
X¥-yz=a < Xy-yz=ay
y2-2x=b < yz-x2?=bz
2-xy=c < xz2-xy=cx,
og addition giver
ay+bz+cx=0. (3)
Videre er
xX’-yz=a << x2z-y’=az
y2-2x=b < xy?*-x?z=bx
2-xy=c < yz-xy’=cy,
som ved addition giver
az+bx+cy=0. 4)
Af (3) og (4) fas
ay+bz+cx=0 <« a?y+abz+acx=0
az+bx+cy=0 < abz+b>+bcy=0.

Af disse faglger ved subtraktion, at

X _ Y
a’-bc b’-ac

b’ - acx = a%y—bcy <«

Af (3) og (4) fas
ay+bz+cx=0 < aby+b’z+bcx=0
az+bx+cy=0 < acz+bcx+cy=0.
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Af disse falger ved subtraktion, at

cly-aby=b%z-acz < z ___ Y
y-aby c?—ab b®-ac
| alt har vi derfor, at

a’—bc b?’-ac c’-ab

sd at
x=(a%-bc)k , y=(b?-ack , z=(c?-ab)k . (5)
Disse udtryk for x, y og z indszttes i ligningen z2 - xy = c:
[(c? - ab)k]? - (a% - bc)(b? - ac) = ¢
2 c c

T ((P—ab)®—(a®—bc)(b’—ac) c —2abc’ +a’h’ —a’b’ +a‘c+bc +abc’
_ c _ 1
c@+b*+c®—3abc) a’+b*+c*—3abc’

I den givne opgaveera=1,b=20gc=3,sa

1 1 1
k? = == o k=t——.
P+2°+3°-3.1.2.3 18 W2

Ved indsattelse af k, a, b og c i ligningen (5) fas lgsningerne.

Bemarkning. Hvis a + b + ¢ < 0 har ligningssystemet ingen lgsninger. Dette folger af
faktoroplgsningen i navneren:
K2 — 1 _ 2
a’+b*+c®—3abc (a+b+c)((a=b)’+(b-c)’+(c-a)?)

Her er navneren negativ, hvilket er umuligt, da k? er positiv.

Besvarelser modtaget fra:
e Jens-Sgren Andersen
e Hans Benner
o Kilaus Griinbaum
e Walther Janous

e Asger Olesen
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