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Svar pa sommeropgave
(2020)

Opgave. oABCD er omskrivelig, og P, Q, R og S er midtpunkter af siderne AB, BC, CD og DA.
Projektionerne af P, Q, R og S pa de modstaende sider er P1, Q1, R1 0g Si1. Der opstar nogle
skaeringspunkter i firkantens indre, nemlig

P> er skeeringspunkt mellem PP1 og QQ:1 ,
Q2 er skaeringspunkt mellem QQ:1 0og RR1 ,
R> er skeeringspunkt mellem RR1 og SSt ,
S» er skeeringspunkt mellem SS; og PPy .

Vis, at oP2Q2R2S2 er omskrivelig.

Besvarelse:

Nedenstaende besvarelse er i lettere omarbejdet form modtaget fra Jens-Sgren Andersen,
Esbjerg.

Lad O, Op, Oc 0g Oy veere centrer for den omskrevne cirkler for ABCD, ACDA, ADAB og AABC
som vist pa fig. 1.
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1 004QCR ser vi, at £0,0,0, =180°—C . 1 0OSAP far vi, at £0,0,0, =180°— Aog i 1O4QBP
er £0,0,0, = ZP0,Q =180°— B , og endelig far vi i 1O,SDR, at
£0,0,0, = ZSO,R =180°— D,

Fig. 1

Da P, Q, R og S er midtpunkter af siderne i bABCD, er oPQRS et parallelogram (firkantens sakaldte
Varignon-parallelogram). Skearingspunktet mellem diagonalerne PR og QS betegnes J (fig. 2).

En spejling i J forer P over i R og P1 over i et punkt P1*. Linjen PP fares ved spejlingen over i
linjen RP1*, som er parallel med PP1, og da R er midtpunkt af CD, er RP1* midtnormal for CD.

Tilsvarende fgres QQz ved spejlingen i J over i SQ1*, som er midtnormal for AD. Derved fares
skaeringspunktet P> mellem PP1 og QQ: over i skeaeringspunktet mellem RP1* og SQ1*. Dette er
skaeringspunktet mellem midtnormalerne for CD og AD, dvs. netop centrum for den omskrevne

cirkel for AACD, dvs. Op.
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Fig. 2
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S1

P1

Fig. 3

Pa samme made vil punkterne Q, Rz og Sz ved spejlingen i J fares over i O¢, Og 0g Oa. Derved
fores oP2Q2R2S; ved spejlingen over i OpO:040a. Den satning, vi gnsker at vise, kan derfor ogsa
formuleres sadan:

Hvis cABCD er omskrivelig, vil centrene for de omskrevne cirkler for
ABCD, ACDA, ADAB og AABC udspande en omskrivelig firkant (fig. 3).
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Fig. 4

Lad nu M og N vere midtpunkter af diagonalerne AC og BD. Sa er MQ midtpunktstransversal i
AABC, sd MQ||AB og MQ = £ AB. Linjestykket NS er midtpunktstransversal i AABD, s& NS|| AB
og NS = 3 AB. Altsd er MQ og NS lige lange og parallelle, sd tSNQM er et parallelogram. Da
midtpunktet af SQ er J, vil M ved en spejling i J fares over i N og omvendt (fig. 4).

Punkterne Op 0g Ogq ligger pa midtnormalen for AC. Da spejlbillederne af Op og Oq i J er P2 og Rz,
ligger P2 og Rz pa en linje gennem N, der er vinkelret pa AC (fig. 5). Pa

samme made ligger O, og O pa midtnormalen for BD, og dermed ligger Q2 og Sz pa en linje
gennem M vinkelret pa BD.
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Nu viser vi, at en af vinklerne mellem diagonalerne i tABCD er den samme som en af vinklerne
mellem diagonalerne i oP2Q2R2S,. Diagonalerne i tABCD og i oP2Q2R>S> skaerer hinanden i E og
K. Som bemarket oven for er linjen gennem M, Q: og S2 vinkelret pa BD, og linjen gennem N, P
og Rz er vinkelret pa AC. Pa en skematisk figur (fig. 6) ser vi, at der dannes en firkant med K og E
som modstaende vinkelspidser. Denne firkant indeholder to modstaende rette vinkler, sa vinklerne
markeret v er lige store.

Vi indfgrer folgende:

Definition. To firkanter kaldes tvillinger, hvis vinklerne i den ene er supplementvinkler i den anden
og diagonalerne i de to firkanter danner samme vinkel med hinanden.

Vi har oven for set, at tABCD og 0O;0p0:Oq er tvillinger eller at tABCD og oP2Q2R2S; er
tvillinger.
Der gelder nu fglgende seetning om tvillingfirkanter:

Seetning. En konveks firkant har pa neer ligedannethed praecis én tvilling.

Bevis. Vi viser forst entydigheden. Lad oPQRS og oKLMN vere tvillinger til cABCD.
De to firkanter er altsa ligedannede og har vinkler, der er supplementvinkler til vinklerne i cABCD,
og desuden er vinklen mellem deres diagonaler den samme.

Vi kan formindske/forstgrre og dreje otKLMN, sa KL = PQ og derefter anbringe oKLMN, sa K
falderiPogLiQ.

Antag farst, at M ligger pa forleengelsen af QR ud over R og N pa forleengelsen af PS ud over S (fig.
7). Linjestykkerne RS og NM er parallelle, da tPQRS og oKLMN er ligedannede, dvs. de har de
samme vinkler.

Lad T og U vere skeringspunkter mellem diagonalerne i obPQRS og oKLMN. Sa er vinklen ZPTQ

mellem diagonalerne i oPQRS starre end vinklen ZKUL mellem diagonalerne i cKLMN. Dette er
imidlertid i strid med, at de to firkanter er tvillinger til tABCD.

K S N K

y y L L L
M R Q R M Q

Fig. 7

Antag derefter, at M ligger mellem Q og R, og N mellem P og S. Her far vi, at Z/PTQ < ZKUL,

hvilket igen er i strid med, at vinklerne mellem de to firkanters diagonaler er den samme.
Altsa ma NM og SR falde sammen og dermed har cABCD pa ner ligedannethed hgjst én tvilling.
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Derefter viser vi eksistensen af en tvilling til tbABCD ved faktisk at konstruere en sadan. Vi gar ud
fra, at cABCD ikke er et parallelogram og betegner skearingspunktet mellem BC og AD med O.
Linjen gennem D parallel med AC skarer BC i By, og linjen gennem C parallel med BD skeerer AD i
Az (fig. 8). Vi viser, at oA1B1CD er tvilling til cABCD.

Fig. 8

Lad E og E;1 veere diagonalernes skaringspunkt i tABCD og oA1B1CD. Da B1E1[1CE og
A:E1[1DE, danner de to firkanters diagonaler samme vinkel med hinanden. Desuden er

/BCD =180°-/BCD o0g <ADC =180°—/ADC .

Vi mangler sa at vise, at ZABC og £AB,C er supplementvinkler, og at Z/BAD og £B,ADer
supplementvinkler, dvs. vi skal vise, at AB || A1B.

Vi har, at AOBD og AOCA: er ensvinklede, sa

0B _OC ‘OA —=0C.
E_OAI eller OB-OA =0C-OD.

Da AOAC og AODB; er ensvinklede, er

OA _OD AR OA.
oC ~ 0B, eller OC-OD =0A-0B, .
Dermed er

OB-OA —OA.OB, eller %:8—2 ,

s3 AOBA og AOB1A; er ensvinklede. Altsd er AB || A:B1. Dermed er s@tningen bevist.

Vi viser nu, at hvis tABCD er omskrivelig, er dens tvillingfirkant det ogsa. Dermed er opgaven lgst.

Lad altsd tABCD veere omskrivelig (fig. 9). Linjerne BC og AD skerer hinanden i O og |1 er
centrum for den indskrevne cirkel ci. En cirkel ¢z med centrum I er ydre raringscirkel for AOCD.
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Punkterne A; og By ligger pa AD og BC, s& A1B: || AB.
Vi vil vise, at tA1B1CD er tvilling til cABCD.

Fig. 9

Vi ser, at vinklerne i de to firkanter parvis er supplementvinkler. Vi skal derefter vise, at
diagonalerne i de to firkanter danner samme vinkel med hinanden. Dette sker ved at vise, at
AC||DB1 og BD || CA..

Vi har, at
AC||DB: <« AOAC er ensvinklet med AODB;
OA _ OC .0B, =0C -
< oo-oB © OA-OB,=0C-0OD
0g

BD || CA1 < AOBD er ensvinklet med AOCA:1

OB _ OD .OA =0OC.

Vi gnsker altsa at vise, at
OA-OB1=0B-OA1=0C-0OD.

Fig. 10
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| DABCD betegnes vinklerne saledes (fig. 10):
/BAD=2v , ZABC=2w , /BCD=2x , ZCDA=2y,
0g i 0A1B1CD seetter vi
/DAB, =2p , ZABC=2q.
Desuden setter vi ZAOB = 2u.

| AOAB far vi
180°-2v+180°-2w+2u=180° < v+w=90°+u.
| AOCD fas
2x+2y+2u=180° < x+y+u=90°. 1)
Da AB|| A1B1 er
/BAD =180°-/ZDAB, < 2v=180°-2p

0g
Z/ABC =180°-ZABC < 2w=180°-2q .
Dermed er
V+p=w+(q=90°. ()
Videre er

Z0DI, = Z0DC + £CDI, = Z/0DC +1 ZCDA
—2y+1(180°— ZADC) = 2y + 1 (180°-2y) = y +90°
og ved brug af (1) fas
Z0I,C =180°-£COIl, - £ZOClI, =180°— (u + x) =180°—(90° - y) =90°+ y,

Altsd er £ODI, = Z0OI,C . Desuden er ZCOIl, = ZDOIl, =u, sa AODI; og AOI:C er ensvinklede
(fig. 11). Saer

oc _0l,
Ol, OD

eller OC-OD =0lI,-Ol, .

Fig. 11

Vi far desuden
Z0l,B, =180°— /1,0B, - /1,B0 =180°—u—q 3)
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0g
Z0Al, = ZOAB + ZBAI, =180°-2v+$ ZBAD =180°-2v+1-2v=180°-v. (4)

| AOB1A: er
20+2p+29=180° < u+q=90°-p,

sa vi af (2), (3) og (4) far
Z0l,B, =180°—(u+q) =180°-90°+ p=90°+ p =90°+(90°—-v) =180°—v .

Fig. 12

Daaltsd £Ol,B, = ZOAl,, er AOI2B1 og AOAI; ensvinklede, sa (fig. 12)

Ol, OA
O_Bl = O_Il eller OA-OB, =0l,-0l, .
Ved bogstavombytning fas, at
OB:-OA=0I:-0l,.
| alt har vi sa, at
OA-OB;=0B-0OA;=0C-0D,
hvilket er det gnskede.

Beviser og argumenter oven for afhanger af de figurer, de henviser til. Ved at a&ndre pa placeringen
af firkanternes spidse og stumpe vinkler og pa deres antal, fas andre typer af figurer. En fuldsteendig
besvarelse af opgaven kraever derfor en grundig undersggelse af alle disse muligheder. Dette projekt
forbigar vi udmattede her.

Falgende besvarelse er modtaget fra Roger Bengtsson, Lund.
Den bygger noget af vejen pa analytisk geometri i form af komplekse tal.

Sommer 2020 11/17 Matematik




Opgavehjgrnet Redakter: Jens Carstensen

Vi husker, at der geelder fglgende (velkendte) kriterium for, at en firkant er omskrivelig:

Satning 1. tABCD er omskrivelig netop hvis summen af det ene
par modstaende sider er lig med summen af det andet par modstaende sider.

Vi skal vise et par andre kriterier (dvs. ngdvendige og tilstreekkelige betingelser) for en firkants
omskrivelighed.

Satning 2. | oABCD traeekkes en af diagonalerne, fx BD. De indskrevne cirkler i ABCD og AABD
tangerer BD i H og G. Sa geelder at tABCD er omskrivelig netop hvis punkterne G og H falder
sammen.

Bevis. Vi bruger betegnelserne P, Q, R, S for rgringspunkterne mellem de indskrevne cirkler i
trekanterne som vist. Efter seetning 1 gaelder, at tABCD er omskrivelig netop hvis
BS+SA+DQ+CQ=BP+CP+AR+DR.

Da SA = AR, CQ = CP, BP = BH og DR = DG er dette ensbetydende med
BP-BS=DQ-DR < BH-BG=DH-D
< GH=DH-(DH+GH) < GH=-GH,

hvilket netop betyder, at G og H falder sammen.
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D

Vi bruger for nemheds skyld fglgende betegnelserne for de vinkler, som diagonalen BC danner med
firkantens sider:

u=ZABD , v=4DBC , x=ZADB , w=/BDC .

Desuden er T og U centre for de indskrevne cirkler i ABCD og AABD. Forbindelseslinjerne mellem
vinkelspidserne B og D og centrene U og T halverer vinklerne u, v, x og w.
Da gelder:

Seetning 3. tABCD er omskrivelig netop hvis

u W _ tan V X
tani-tanf—tan?tani.

Bevis. Vi har, at

ue tanX UG,tanW TH ,tanV TH

u
tany "~ GB GD HD HB "

Dermed er

UG TH _TH UG

u, w_ y. X
tan2 tan2 tan2 tan2 = GB HD _ HB GD

‘ LR, HB GD
< GB-HD=HB-GD <« GB Hh =1. 1)
Nu geelder tydeligvis, at
HB GD
GB ~ <1 og HD <1,

og ligningen (1) er derfor netop opfyldt, hvis G og H falder sammen, dvs. efter seetning 2 hvis
oABCD er omskrivelig.

Hvis punkterne G og H har en anden placering i forhold til hinanden, skal betegnelserne og
formlerne oven for modificeres tilsvarende.
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Seetning 4. Lad oABCD veere en (ikke ngdvendigvis omskrivelig) firkant. Den konstruktion, der er
naevnt i opgaven, giver oP2Q2R2S,. Da vil diagonalerne AC og P2R> vare ortogonale.

C

Q

Si
B
R1 R2

Q

R
=]

3, =8 P1

| 1]

A S Q D

Bevis. Vi foretager et bevis ved regninger med komplekse tal. Vi kan dreje og skalere firkanten op
eller ned og anbringe den i koordinatsystemet i den komplekse plan, sa vinkelspidserne A, B, C og
D svarer til de komplekse tal

A:0 , B:z=za+hi , C:w=c+di , D:1.
Vi betegner linjerne saledes:
mi:QQ:1 , m:PP1 , m3:RRy , ms:SS; .
Midtpunkterne af siderne i CABCD svarer til de komplekse tal

.2 . Z+W . w4+l
P: , Q: > ,R.—2 , Sty

Linjernes parameterfremstillinger er med kompleks skrivemade:

m, : Z;W+i(1—0)t ,om, §+i(w—1)t ,

m, :WT+1+i(0—z)t , m, : %+i(z—w)t .

Vi har her brugt, at linjerne gar gennem midtpunkterne
z+w z w4+l 1

2 2" 2 2
af siderne BC, AB, CD og AD i firkanten og har normalvektorerne

AD, DC, BA, CB.
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Z+W ] _
5 w = c+di
Q
Z = a+bi S1
B
R1 R:2
Qz
P
> S2 )
5 mz
2 P2
ma
m1
u D
0+0i [A S, Qi 1+0i

1
2
Skeeringspunktet P> mellem m1 og m. fas ved at lgse ligningen

Z+Ww
2

+it =%+i(w—1)s o g+ it=i(w—1)s

& c+di+2it=2i(c+di-1)s < c+2ds=i(2cs—2s—d+2t)
< C€+2ds=0 A 2cs—2s—-d+2t=0.

Heraf fs s = 5, s vi far det komplekse tal svarende til punktet Po:
b.

c ,- .
El—ﬂ(lc—d—l)

a + bi
2

£
2

+i(w—1)s = +i(c+di—1).£—g=%+

_a,b: ¢ c,c._a+c bd+c—c’.
R AT R AT L R T R

Skaeringspunktet Rz mellem mz og ms fas ved at lgse ligningen

%+i(z—w)t:WT+1+i(0—z)s o %+i(a+bi—c—di)t:%—i(mbi)s,
som efter et par treelse regninger giver
(-2b + 2d)t - ¢ - 2bs = i(-2at + 2ct + d - 2as) .

Heraf slutter vi, at

(2b+2d)t-c-2bs=0 <« (2d-2b)t=c+ 2bs @)
og
Dat+2ct+d-2as o t=288-d
2c—2a

hvilket indsat i (2) giver
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2as—d _
(2d—2b)-2c_2a_c+2bs ,

og efter en del kedsommelig algebra far vi

2 2
_c"+d°—bd—ac
5= 2ad —2bc (3)

Dette indsaettes i parameterfremstillingen for my, sa vi far det komplekse tal svarende til punktet Ry:

w+l .. c+di+l . ne_ C+1 d .l
8= i(a+bi)s= > +bs+[2 as)l.
Nu kan vi beregne haldningen ki for P2R2 som forskellen mellem imagingrdelene divideret med
forskellen mellem realdelene for de to punkter:

bd+c—c® (d
2d 2 _ bd+c-c®-d?+2das
- 1) —2bds °
a;c_(HlerSj d(a+c)—d(c+1)—2bds
2
Heri indsettes udtrykket for s fra (3) og efter et orgie i algebra far man endelig k, = —g

k=

Da haldningen for AC er k2 = 4, er kikz = -1, s8 s&tningen er bevist.

Pi1

g

A s Qu
Vi kan herefter ga i gang med at bevise s&tningen i opgaven.

Lad oABCD vare omskrivelig. Sa galder efter setning 3 for vinklerne u, v, x, w mellem diagonalen
BD og siderne, at

Sommer 2020 16/17 Matematik




Opgavehjgrnet Redakter: Jens Carstensen \

tan 3 -tan % =tan 3 - tan 3. 4)
Diagonalen BD skearer RR1 0g SS1i T og V. Sa er ABR1T og AQ2NT retvinklede og desuden er
ZRTB = ZQ,TN , s trekanterne er ensvinklede. Altsa er ZTQ,N =u. P4 samme méde er ABS1V

og AS2NV ensvinklede, s& £S,BV = ZNS,V =v.
Lad BD skare QQ1 og PP1i X og W. S& er ADXQ1 og AQ2XN ensvinklede, sa

ZP,Q,S, = ZXQ,N = ZXDQ, = X.
Desuden er AS;NW og ADP1W ensvinklede, sa
£Q,S,P, = ZNS,W = ZPDN =w.

Da ligningen (4) er opfyldt for vinklerne mellem diagonalen S;Qz og siderne i oP2Q2R2S>, er
denne firkant omskrivelig efter seetning 3.
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