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Svar pa opgave 372
(September 2020)

Opgave:

Vinkelhalveringslinjerne i trekanter med en
vinkel pa 60° har interessante egenskaber. c

a. IAABC er C =60° og AF og BE er
vinkelhalveringslinjer for vinklerne A og B.

Vis, at spejlbilledet M af C i EF ligger pa BA. F

b. I AABC er C = 60° og AF og BE er
vinkelhalveringslinjer for A og B.
Centrer for den om- og indskrevne cirkel er O og |I.

Vis, at Ol | EF.

c. IAABC er C = 60° og AF og BE er
vinkelhalveringslinjer fra A og B.

Vis, at EF < 1 AB.
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Besvarelse:

a.
1. metode

Projektionen af C pa EF er L, og CL skarer AB i M. Vi viser, at CL = LM.
Idet I er centrum for den indskrevne cirkel, far vi i ABIA, at

ZBIA=180°—1B-1A=180°—1(B+A)
—180°—1(180°—C) =180°—1-120°=120° .

Dermed er ZFIE = ZBIA = 120°, og dette
giver, at oCFIE er indskrivelig, da summen
af et par modstaende vinkler er 180°. Lige ’
store periferivinkler i fir- kantens
omskrevne cirkel giver, at

/BEF = ZIEF
— /ICF =4C=30°.
Dernast far vi i ABEF, at
ZCFE =180°- ZBFE
= /FBE + /BEF =1 B +30°.

I den retvinklede ACLF far vi
derefter

/FCM = ZFCL =90°- ZCFL=90°-ZCFE ..

1)
Da
1B+1A+3C=90° eller 1B=90°-30°~1A=60°-1A,

far vi af (1), at
ZFCM =60°—(60°—3 A)=3 A= ZFAM .

Dette medfarer, at tFMAC er indskrivelig, sa lige store periferivinkler i den omskrevne cirkel
giver, at
ZFMC = ZFAC =} A=ZFCM .

Dermed er AFMC ligebenet, og da FL L CM, er L midtpunkt af grundlinjen CM, dvs. CL = LM.
2. metode (Jens-Sgren Andersen, Esbjerg).

Som i 1. metode ses, at tCFIE er indskrive- lig, sa ZEFI = ZECI =30° og tilsvarende er
ZFEIl = ZFCI =30°. Altsa er AEIF ligebenet og EI = FI.

En spejling i IE farer F over i et punkt J pa AB. Lad FJ skere Bl i P. Sa er AFPI og AJPI
kongruente, sa 1IJ=Fl og ZFI1J =2- ZFIB =120°.
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Vi har nu, at 1J = FI = El, sa AFIE og AF1J er kongruente, sa EF = FJ. Dermed er AEFJ ligebenet,
og da ZEFJ =2- ZEFI =60°, er AEFJ ligesidet og | er centrum for dens omskrevne cirkel ci.

Ved spejlingen i EF fares | over i Q og cirklen c1 over i en cirkel c; med centrum Q. Da
/ZFQE = ZFIE =120°=2-60°=2- Z/FCE,
er C periferivinkel i ¢z, sa C ligger pa cirklen.

Da I ligger pa hgjden fra J i den ligesidede AEFJ,
ligger J, 1 og Q pa linje. I ABIJ har vi, at

Z1JA=180°-Z1JB

=/IBJ + ZBIJ

=3B+60° <90° (1)
Cirklen c1 skeaerer AB i J og K. Da Z1JA < 90°, ligger
K pa samme side af linjen 1Q som A, og
ZIK = Z1JA=1B+60°.

Videre er
ZQIK =180°— £JIK =180°—(180°—2- ZIJK) = 2(3 B+60°). 2)

Idet Q er centrum for ¢z, er AQEC ligebenet, sa
Z/ECQ = ZCEQ = /BEC — ZIEQ =180°— /BEA— ZIEQ

= /EBA+/BAE-60°=3B+A-60°=3B+A—(1A+3B)=3A.

Cc

| AQEC er sa

ZEQC =180°-2- /ECQ=180°— A=60°+B,
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fordi A + B = 120°. Desuden gelder efter (1), at

Z1QC = ZIQE + ZEQC = 60°+ (60°+ B) = 2- (1B +60°) <180°.  (3)

Daaltsda ZIQC <180°, ligger C og E pa samme side af linjen 1Q. Efter (2) og (3) er sa

ZQIK = ZIQC |,

og da A og E ligger pa samme side af linjen 1Q, ligger K og C pa samme side af 1Q. Da yderligere
IK og QC er radier i ¢1 0g c; fares AIQC ved en spejling i EF over i AQIK. Altsa fgres C over i K

ved denne spejling.
3. metode (Jan Erik Pedersen, Aakirkeby).
Lad P og Q vere projektionerne af E pa BC
og BA. Vi sztter
u=/2FAB=/ZFAC .
Saer
B=180°-A-C
=120°-2u,

hvoraf

ZEBA=ZEBC

=60°—u.

| ABIA ses, at ZBIA=120°0g i APEC, at

/PEC =30°. Desuden ses i AEQA, at

ZAEQ=90°-2u, i ABEQ er

/BEQ=30°+u ogiAFIB er ZBFI =60°+u.
Vi kan antage, at AB = 1. Sinusrelationen i AABC giver

1 __a _ b
sin60° sin2u sin(120°-2u) ’
hvoraf
_ sin2u _ sin(120°—2u) _ sin(60°+ 2u)
A=Gin60° b= sin60°  sin60° (1)
| AACF er ZAFC =180°—(60°+u) =120°—u, s&
CF _ b _ b-sinu
sinu  sin(120°—u) < CF= sin(60°+u) '’
0g heri indszettes (1):
_ sin(60°+2u)-sinu
CF = sin60°-sin(60°+u) (2)
| ABEA er
/BEA=180°—-(60°—u)—2u=120°—u,
sa
/BEC =180°- Z/BEA=60°+u,
og i ABCE far vi sa ved hjelp af sinusrelationen
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_ CE ___a PN CE:a-_singGO"—u)_
sin(60°—u)  sin(60°+u) sin(60° +u)
Heri indseettes (1):
CE = sin 2u -sin(60° —u) 3)

~ sin60°-sin(60°+u)

Lad projektionen af C pa EF vare N og lad CN skeere AB i M. Vi satter v=~/FCN . Sa galder i
ACEF, at
CN =CF-cosv = CE-cos(60° - v) ,

og ved hjalp af (2) og (3) far vi heraf
cos(60°-v) _ CF PN c0s(60°—v) _ sin(60°+ 2u)-sin u-sin 60°-sin(60° + u)

cosv CE cosv  sin60°-sin(60°+u)-sin 2u -sin(60° —u)
cos(60°—v) _ sinu-sin(60°+ 2u) PN cos(60°—v) _ _ sin(60°+2u)
CosV sin 2u -sin(60° —u) cosv 2cosu-sin(60°—u)

Denne ligning er opfyldt for v = u, thi erstattes v med u er dens ensbetydende med (gang over kors):
2c0s(60° - u)-sin(60° - u) =sin(60° + 2u) <  sin(120° - 2u) = sin(60° + 2u) ,
hvilket er sandt. Nu gaelder i ACFN, at

CN = CE-cosv = CE. cosu = sin(_60°+2u_)-sinu -cosu _ sin(60°+2u) -sin 2u 4
sin 60°-sin(60° +u) J3-sin(60° +u) )
| ABCM er
Z/BMC =180°-u—2-(60°—u)=60°+u,

sa sinusrelationen giver

CM _ a _a-sin(60° + 2u)
sin(120°—2u) ~ sin(60°+u) < M= sin(60° +u)
Heri indseettes (1):
_sin(60°+2u)-sin2u _ 2sin 2u -sin(60° + 2u) )

~ sin(60°+u)-sin60° /3.5in(60° +u)
Af (4) og (5) fas, at CM = 2.CN.

4. metode (Jens-Sgren Andersen, Esbjerg).

Vi far som i 1. metode, at oCFIE er
indskrivelig, og at ZEFI = ZECI =30°. Lad
K vere et punkt pa AB, sa

/KFE = Z/CFE =u. Saer

Z/BFK =180°- ZKFC =180°-2u

:180°—2-(4CFA—4EFI ) .
Nu er

ZCFA=180°—- ZBFA
=/FBA+ZFAB=B+31A,
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sa vi far
Z/BFK =180°-2-(B+4 A—30°)=180°-2B— A+60°
=A+B+C-2B-A+C=2C-B=120°-B=A,
fordi A + B = 120°. Dermed er AABC og AFBK ensvinklede, sa

FK_AC_b
FB AB ¢’ @

Efter seetningen om vinkelhalveringslinjens delingsforhold af den modstaende side, er

b_FC
c FB' @
Nu giver (1) og (2), at
FK_FC
FB  FB '’

sa FC = FK. Sa er AFCK ligebenet og FE er vinkelhalveringslinje for topvinklen KFC.
Dermed er K netop spejlbilledet af C i EF.

b.

Vi har, at ZAOB =120°, og i AAIB fér vi
ZAIB =180°— Z/IBA— /1AB =180°—4 (A+ B) =180°—4 (180°— C) =120°.

Derfor ligger punkterne O, I, A og B pa en cirkel c.
Lad R vaere midtpunkt af buen AB . Sa ligger R, 1 og C pa linje, og i ABIC far vi

/RIB=180°-~/CIB = ZICB+ ZIBC =%(C+ B) .
Desuden er
/RBI = /RBA+ /ABE =30°+% B =%(C+ B) .

Dermed er ARIB ligebenet, sd RI = RB. Pa samme made er ARIA ligebenet, s RI = RA. Altsd er R
centrum for cirklen c.
| den ligebenede AAOB er Z/AOB =120°,
sa ZABO =30°. | den indskrivelige oBOIA
er modstaende vink- ler supplementvinkler,
sa
ZAlO =150°
og dermed
Z0OIF =30°
0g
ZFIE = ZBIA=120°.
Dette giver, at olFCE er indskrivelig, og lige

store periferivinkler i den om- skrevne cirkel
giver
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ZIFE = ZICE =30°

0g
ZIEF = ZICF =30° .
Da vi nu har, at ZOIF = ZIFE, er Ol || EF.

C.

Cosinusrelationen i AABC giver
c2=a’?+b?-2ab-cosC=a%?+b%—ab. (1)
Sa har vi
¢’ —(3(a+b))’ =a* +b* —ab—1(a+h)?
=3(a*+b’—2ab)=3(a—b)* 2 0.
Dermed er

¢’ 2(4(a+h)’) < cxzi(a+h). (2)

Efter seetningen om vinkelhalveringslinjens
delingsforhold af den modstaende side geel- der

CE=_ab Ap_bc ~p_ab pgp_ a

a+c T a+c
Cosinusrelationen i ACEF giver
EF2=CE?+ CF2-2.CE-CF-cosC

_(_ab 2+ ab 2_2 ab ab 1 _ a’b’ a’b a’b’
a+c b+c

‘a+c b+c 2 (a+c)?  (b+c) (a+c)b+c)

_a’*(b+c)* +a’h’*(a+c)’ —a’h’(a+c)(b+c)
(a+c)’(b+c)’

2
:(W?mc)j ((b+0)* +(@a+c) —(a+c)b+c))

2
:(#?bﬂ;)j -(a2+b2+c2+ac+bc—ab) .

Heri indsaettes a2 + b? = ¢ + ab fra (1):

2
EF?2 :(%j -(c*+ab+c*+ac+bc—ab)

2
:(ﬁ?bﬂ)j (2c* +c(a+h)) . 3)

Efter (2) har vi
2c2+c(a+b) < 2c?+c-2c=4c?.
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Af (3) far vi sa vurderingen

2
2 ab 2 ab

Vi gnsker at vise, at

ab <1
(a+c)b+c) ~ 4’
idet vi s efter (4) far
EF <i.2c=}c.
Vi far
a1 2 ) ~
(a+c)(b+c)g4 < dab<ab+bc+ac+c® < c“+c(a+b)-3ab>0.

Det er denne ulighed, vi skal vise. Ved hjelp af (2) far vi
c2+c(a+b)-3ab > (4(a+h)) +3(a+b)’ -3ab
=3(a+b)’—3ab=3(a-b)*>0.

Dette er det gnskede og beviset er fuldfart.

Bemarkning. Hvis C = 60° og AF og BE er hgj- der, gelder, C
at EF = 1 AB. Vi ser nemlig, at AAFC er en 30°-60°-90°-

trekant, s& CF = 1 AC. Desuden er ABEC en 30°-60°-90°-

trekant, s
CE = £ BC. Heraf fs, at

CF_CE_1
AC BC 2°
Dette medfarer, at ACEF og AABC er ensvinklede, sa
FE_CE_1
AB BC 2’

og dermed er EF = $ AB.

Besvarelser modtaget fra:
e Jens-Sgren Andersen
o Walther Janous
e Jan Erik Pedersen
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