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Svar pa opgave 373
(Oktober 2020)

Opgave:

Et par diofantiske ligninger kan vi vel altid klare?

a. Bestem alle sat (x,y,z) af ikke-negative hele tal, sa
2X+3¥ =57,

b. Bestem alle st (x,y,z) af ikke-negative hele tal, sa

2%+ 3 =4~
Besvarelse:
a.
1. metode.
Vi deler op i tilfeelde.
l.x=0.
Vi far, at
1+3Y=52,

og modulo 4 er

1+3=1+(-1)Y (mod4) og 5" =1(mod4).

| dette tilfeelde far vi derfor ingen lgsning.

I.y=0.
Her er

2X+1="5",
og modulo 3 far vi

2+1=(-1)*+1(mod3) og 5° = (-1)* (mod 3).

Dermed er
(-1)*+1 = (-1)* (mod 3).

Heraf slutter vi, at x er lige og z ulige. Vi satter x = 2p, hvor p er et naturligt tal. Sa er

2%P 4+ 1=57,

sap=1,z=1erenlgsning, dvs. (x,y,z) = (2,0,1) er en lgsning.
Antag saatp > 2. Saer

220+ 1=5 & 4P+1=5,

D)
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Daz er ulige, er z = 2q + 1, og vi far

52=5%0*1 = 5.520 = 5.250 = 5.19 = 5 (mod 8),
mens
4P +1 =1 (mod 8) .

Altsa er der ingen lgsninger til (1) i dette tilfzelde.

H.x=>1,y > 1.

Modulo 3 far vi
2+ 3 = (-1)*(mod 3) og 5% = (-1)* (mod 3),
altsa
(-1)* = (-1)* (mod 3) .

Dermed er x og z begge lige eller begge ulige.
Illa. x og z er lige.
Vi seetter x = 2p og z = 2q, sa ligningen far udseendet
2W + =50 o ¥=5M.2% o Y= (50-2P)(59 + 2P)
Vi slutter heraf, at begge parenteser er potenser af 3, altsa
59-2P=3K og 59+2P=3M
hvor k + m =y og m > k. Ved subtraktion fas
3M-3K=(59+2°) - (59-2P) = 2Pt o Pl gk@amkL gy
Heraf falger k = 0 og dermed m =y, sa vi far

2Ptl=3y.1, )
Modulo 4 giver dette

0 =2P*" = (-1)Y- 1 (mod 4) ,
say er lige. Vi satter y = 2r og far af (2), at
2Pl =32 1 = (3-1)(3"+1). 3)

To tal med forskel 2 har et produkt, der er en potens af to, sa de to tal ma vaere 2 og 4, dvs.
3-1=2 og 3"+1=4,

s&r=1.S4ery=2r=2og af (3) fas, at 2°*1 =8, s& p = 2 og x = 2p = 4. Ligninger ser nu sidan ud:
24+432=5 & z=2,

sa vi har fundet lgsningen (x,y,z) = (4,2,2).

I1lb. x og z er ulige.
Vi ser pa ligningen modulo 5 og far
2% = 22P*L = 4P.2 = (-1)P- 2 (mod 5)

2X=2(mod5) eller 2*=-2=3(mod5) .
Vi deler op efter pariteten af y.
1. yerlige.
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Vi far, at
3¥=3% =99 = (-1) (mod 5)
hvoraf
¥ =1(mod5) eller 3¥=-1=4(modb).

Dermed har vi mulighederne for 2% + 3Y:

2X+3¥ = 2+1,2+4,3+1,3+4 (modb5)
eller
2%+3¥ =:3,6=1,4,7=2 (modb).
Derfor er 2* + 3¥ ikke delelig med 5, men 57 er delelig med 5. Derfor kan y ikke veere lige.
2.y er ulige.
2A.x=1.

Sa far ligningen udseendet
2+3=5%,

sd (x,y,2) = (1,1,1) er en lgsning. Hvisy >1o0gz>1er

52=2+3=2(mod9),
og vi far tabellen:

z 1 2 3 456 7 8 9 10 11...
52(mod9) |5 7 8 4 2 1 5 78 4 2...

Potenserne af 5 giver altsa resten 2 ved division med 9 for z=5, 11, 16, ..., dvs. vihar,atz = 5
(mod 6) eller z =5 + 6k.
Derefter regner vi modulo 7 og far

52 - 56k+5 = 55.56k = 252556k = 425 (_2)6k

=2.5.2%=3.25 = 3.(8%)k = 3.1k = 3 (mod 7) .
Altsa er
2+3¥=3(mod7) < F=1(mod7) .

Dette giver y = 0 (mod 6), hvilket er umuligt, da y er ulige.

2B.x > 3.
Idet y er ulige far vi modulo 4
2+ =0+(-1)Y=-1(mod4) og 5°=1(mod4),

sa vi far ingen lgsninger.

Nu er alle tilfelde udtemt, og vi har fundet Igsningerne
xy,2) : (201 , 422, (1,11).
Vi har altsa
22+30=5t | 244+32=52  214+3l=5!,
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2. metode (Con Amore Problemgruppe, Birkergd).
Lad (x,y,z) veere en lgsning.
Vi bemarker, at x # 0. Thi hvis x =0, ville
1+3Y=5%,
hvor venstre side er lige, mens hgjre er ulige. Vi deler derefter op i tilfelde.

I. x > 3. Vi regner modulo 8 og far
2*+3=3Y(mod8) og 5°%=(-3)*(modS8).
Altsa er
3¥ = (-3)*(mod 8) .
Hvisy er lige og z er ulige, er 3¥ = 1 (mod 8) og (-3)* = 5 (mod 8).
Hvis y er ulige og z er ulige, er 3¥ = 3 (mod 8) og (-3)* = 5 (mod 8).
Hvisy er ulige og z er lige, er 3¥ = 3 (mod 8) og (-3)* = 1 (mod 8).
Derfor er bade y og z lige. Vi kan s&tte y = 2a 0g z = 2b, hvor a, b > 0. Sd er
2X =5 -3V =5%.2%= (5P 3%)(5P +3%) . (1)

Vi slutter, at de to parenteser begge er potenser af 2. Vi kan satte 5° - 32 = 25, hvor
s> 0. Sa farvi

5P +33=5P+32+2.30=2°42.32=2(251 + 39,

Nu er 32 ulige for alle a > 0, hvilket medfarer, at 25 + 32 er ulige, hvis s > 1. Dette er umuligt,
fordi 25 + 32 som navnt er en potens af 2. Altsdma s =1, s&

25t +38=1+3%,
Dette er en potens af 2 fora=0o0g fora=1. Fora > 2 er 1+ 32> 8, og modulo 8 far vi
1+3*=1+1=2(mod8) foralige , 1+3%*=1+3=4(mod8) for aulige.

Dermed gar 8 ikke op i 1 + 32 for a > 2. Derfor har vi kun mulighedernea=0o0g a = 1.
Hvisa=0o0gs =1, far vi
2=25=5P-33=5b.1
hvilket tydeligvis er umuligt.
Den eneste mulighed er dermed a=10gs=1. Saer

2=25=5P-33=5.3
hvoraf b = 1. Dette medfarer, at y = 2a = 2 og z = 2b = 2, sa ligningen far udseendet
2+3=5 < 22+9=25 < x=4.
Talseettet (x,y,2) = (4,2,2) er dermed en lgsning.
Il.x=1.Sder
2+3Y=5",
hvor (x,y,z) = (1,1,1) er en lgsning. Der findes ikke andre lgsninger, thi efter (1) er
2=(5"-3%)(5"+3%),
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som ikke har nogen lgsninger i a og b.

1. x=2. Herer
4+3 =5,
hvor (x,y,z) = (2,0,1) er en lgsning.
Hvisy > 1, er 3¥ = 3 (mod 6) og dermed
1=4+3=4+3Y=5%=(-1)* (mod6). (2

Séa ma z veere lige, og vi satter z = 2b, hvor b > 1.
Hvis y er lige, satter viy = 2p, sa

4+3=4+3P=4+9° =5 (mod8).
Hvisy er ulige, ery =2k + 1, sa
4+3Y:4+32k.3:4+9k.3E4+3=7(m0d8).

I (2) har vi imidlertid
52 = 5% = 25D = 1 (mod 8)

Der findes altsa i tilfeelde 111 kun lgsningen (x,y,z) = (2,0,1).
De eneste lgsninger til ligningen er dermed

xy,2) : (111,201, 4,.22).

b.
1. metode.

Vi omskriver ligningen til
3y =2%._x, (1)

Dad>0,er2z>x saz # 0.Hvis desuden x = 0, er hgjre side af lighedstegnet i (1) lige, mens
venstre side er ulige. Altsa ma x = 0, sa vi far

F¥=22.1 o F=(22-1)(22+1).
Da 2% + 1 og 2% - 1 ikke begge er delelige med 3 (fordi deres forskel er 2), ma der geelde, at 2*- 1 =
1, dvs. z = 1. Eneste lgsning er derfor (x,y,z) = (0,1,1).
2. metode (Con Amore Problemgruppe, Birkergd).

Lad (x,y,z) veere en lgsning. Hvis
X > 1, er venstre side ulige. Tallet 4% er ulige kun for z = 0, sd 4> = 1. Altsa er

X+ =1,

som ikke har nogen ikke-negative hele lgsninger.
Vi slutter heraf, atx=00g z > 1.
Der geelder, at

1+ =1+(-1Y=4*=0(mod4) sdat 3 =-1=3(mod4) .

Heraf slutter vi, at y er ulige.
Hvisy=1,er
2X+3¥=20+3=4
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sd z=1. Dermed er (x,y,z) = (0,1,1) en lgsning.
Hvisy > 1, seetter vi y = 2a + 1 for et naturligt tal a. Antag farst, at z er lige, dvs.
z=2b.Saer

gal=g. 0 o 3T (4P- (4P +1).

Her gér 30p i 4°- 1 og i 322", Men 3 gar ikke op i 4° + 1, fordi forskellen pa de to faktorer pa hgjre
side er 2. Derfor har ligningen ingen lgsning, hvis z er lige.
Altsd er z ulige, og vi kan sette z=2b + 1. Sa er

24P =4 o 1+3R =401 o 1+43.98=4.16" .
Vi far
1+3-9%8=1+3-12=4(mod 8)
mens
4.16° = 0 (mod 8) .

Dermed findes kun lgsningen (x,y,z) = (0,1,1).

Bemerkning.
Vi husker opgave 199b (April 2003), hvor man skulle bestemme samtlige positive hele talset
(x,y,2), der opfylder

F+y =5,

Den eneste lgsning er det velkendte pythagoraiske talsat, der opnas for (x,y,z) = (2,2,2).
| gvrigt er (x,y,z) = (0,1,1) en lgsning, og (x,y,z) = (1,3,1) en ’pzn’ rational lesning.

Besvarelser modtaget fra:
e Jens-Sgren Andersen
Hans Kaas Benner
Klaus Griinbaum
Walther Janous
Asger Olesen
Palle Bak Petersen
Con Amore Problemgruppe
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