Opgavehjgrnet Redakter: Jens Carstensen

Svar pa opgave 374
(November 2020)

Opgave:

Trigonometri i trekanten er ikke altid let.

Vis, at der i en spidsvinklet AABC gealder, at

cos A cosB n cosC >
cos(B—C) cos(C—A) cos(A-B) —

3
5

Besvarelse:

1. metode

Vi har, at

cosC = -cos(A + B) = sinA-sinB - cosA- cosB
0g
cos(A - B) = sinA-sinB + cosA- cosB .
Den givne ulighed er dermed ensbetydende med

sinB-sinC —cosB-cosC = sinC-sin A—cosC -cos A sinA-sinB—cosA-cosB>3

sinB-sinC+cosB-cosC sinC-sin A+cosC-cosA  sinA-sinB+cosA-cosB — 2

tanB-tanC—1+tanC-tan A—1+tan A-tanB-1
tanB-tanC+1 tanC-tan A+1 tanA-tanB+1

>3
2

Nu er det kendt (se neden for), at
tanA + tanB + tanC = tanA-tanB- tanC .
For nemheds skyld sztter vi

x=tanA , y=tanB , z=tanC ,
sa vi skal vise, at

yz-1 zx-1_ xy-1_3
yz+1+zx+1 xy+1 2’ (1)
hvor x, y og z opfylder, at
X+y+z=xyz . (2)

I uligheden (1) forleenger vi brgkerne med x, y og z, sa den er ensbetydende med

xyz—x+xyz_y+xyz—22§' @3)
XYZ+X XyZ+y Xyz+z 2
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Vi saetter
a=xyz+x , b=xyz+y , c=xyz+z. 4)
Saer
atb+c=3xyz+x+y+z=4xyz s& xyz=g(a+b+c).
Vi benytter (2), sa ligningssystemet (4) kan skrives saledes:
a=2x+y+z,b=x+2y+z,c=x+y+2z.
Dette system lgses med hensyn til x, y og z, og vi far
x=1@Ba-b-c),y=+@Bb-a-c),z=%@Bc-a-b) .
Saer
Xyz-Xx=X+y+z-x=y+z=5(b+c-a)
Xyz-y=x+z=3(@+c-b)
Xyz-z=x+y=s5(@+b-c) .

Dermed kan uligheden (3) omskrives saledes:

%(b+c—a)+%(a+c—b)+%(a+b—c) S
b c -

QD

Dette er sandt, idet hver af parenteserne er mindst 2.
Bemaerkning

Vi viser formlen
tanA + tanB + tanC = tanA- tanB- tanC
ved pa dels at bemaerke, at
tan(A + B) = tan(180° - C) = -tanC
dels at bruge additionsformlen

_ tanA+tanB
tan(A+B) = 1-tan A-tanB’

savi far

_tanC =_@NA+ENB . _hcitanA-tanB-tanC =tan A+tanB

1-tan A-tan B

0g dette er ensbetydende med det gnskede.
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2. metode (Asger Olesen, Tgnder).

Vi viser fgrst formlen
b-cosB + c-cosC =a-cos(B - C)
og de analoge, som gelder i enhver trekant. Vi benytter sinusrelationen

a _ b ¢ _
sinA_sinB_sinC_2R

hvor R er radius i den omskrevne cirkel. Desuden benytter vi, at

sinu + sinv = 25in“—§".cos“—§" )

Vi far
b-cosB + ¢-cosC = 2R-sinB- cosB + 2R - sinC- cosC = R(sin2B + sin2C)
=2R-sin(B + C) -cos(B - C) = 2R-sin(180° - A)- cos(B - C)
=2R-sinA-cos(B-C)=a-cos(B-C).
Dermed er
cos A n cos B n cosC ___a-CcosA + b-cosB n c-cosC
cos(B—C) cos(C—A) cos(A-B) a-cos(B—C) b-cos(C—A) c-cos(A-B)
_ a-cos A b-cosB c-cosC
b-cosB+c-cosC c-cosC+a-cosA a-cosA+b-cosB °
Vi satter

X=a-cosA , y=b-cosB , z=c-cosC.
Da AABC er spidsvinklet, er x, y og z positive. Vi skal vise, at

X ¥ .z 53
Yy+Z Z+X X+y 2

Denne ulighed er opfyldt, idet det er den kendte Nesbitts ulighed.
For god ordens skyld giver vi et par beviser for Nesbitts ulighed.

Bevis 1
Vi seetter
a=y+z , b=z+x , c=x+y,
hvoraf
x=1(b+c-a), y=1(a+c-b), z=3(a+b-c) .
Dermed er
X y z _b+c—a,a+c-b, 6 a+b-c
y+z+z+x+x+y_ 2a 26 2c
_1fb_c . a. c 4. a b 4)_1fb aj 1fc_ a) 1fc b|_ 3
_2(a+a 1+b+b l+c+c l)_Z(a+bj+2(a+cj+2(b+cJ 2
>1.2+%.2+1.2-3=3,
Bevis 2

Vi udregner direkte
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a b c _3_ac+a’+b’+bc 2c-3a-3b
b+c c+a a+b 2 (b+c)(c+a) 2(a+h)
_ 2(a+b)(ac+a® +b® +bc) + (bc +ab + ¢ +ac)(2c — 3a — 3b) (5)
2(a+b)(b+c)(c+a) '

Vi udregner telleren t:
t=2(a®+ b®+ c%) - a’c - ab? - a%b - b’c - ac? - bc?
= (a®+ b’ -ab?-a’h) + (a® + ¢ - a’c - ac?) + (b® + ¢ - b%c - bc?)
=(a-b)(@*-b% +(a-c)@-c? +(b-c)b®-c?)
=(a-b)?@@+b)+(a-c)(a+c)+(-c)’(b+c)>0.

Nu er bade teller og naevner i (5) ikke-negative, og dermed er

a b C 3
—_2>
b+c+c+a a+b 2_0'

Bevis 3

Da det aritmetiske middeltal er stgrre end eller lig med det geometriske middel- tal for ikke-
negative reelle tal, er

Jad b+ >3ya-b , Jai+Jct et >3ac.

eller

Addition giver
2(Ja_3+ b3+\/c_‘°’)23\/§-(b+c) o 2a(Ja_3+ b3+\/c_3)23aJ§-(b+c)
a

N > 3a\/g

b+c 2(\/a_3+«/b_3+\/c_3)'

Tilsvarende er

b > 3b\/5 c_ > 30\/6 .
c+ra 2(«/a_3+«/b_3+«/c_3) - oath 2(«/a_3+\/b_3+«/c_3)

Addition af de tre sidste uligheder giver

a_ b L C >§.a\/5+b\/6+c\/€:§
b+c c+a a+b 2 \/a_3+\/b_3+\/c_3 2

3. metode

Vi giver et euklidisk bevis. Lad O vare centrum for den omskrevne cirkel for AABC, H fodpunkt pa
BC for hgjden fra A og M midtpunkt af siden BC. En linje gen-nem A parallel med BC skeerer
cirklen i K og midtnormalen for BC skarer AK i N. Lad desuden AO, BO og CO skare BC, AC og
ABi X, YogZ.
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Da oAHMN er et rektangel, er AH = MN. Da oBCKA er et indskriveligt trapez, er det ligebenet, sa
/KBC =/ZACB=C,
og dermed
ZABK =B-C .
Buen AK har derfor gradtallet 2(B - C), hvilket medfarer, at Z/AON =B —C. | den retvinklede
AONA er
ON =0OA-cos ZAON =0OA-cos(B—C) .

Nu er ZBOM en centervinkel, der
spaender over buen %BC, sa
Z/BOM =A |

og derfor far vi i ABOM, at
OM = OB cosA .
Division giver

OM _ OB-cosA _  cosA
ON  OA-cos(B—C) cos(B-C) .Da AK||BC,

er AANO og AXMO ensvinklede, sa

oM _ox
ON OA

Tilsvarende resonnement kan gennemfares for
de gvrige sider i trekanten, sa den givne ulighed K
er ensbetydende med

Lad nu h og k vare de vinkelrette afstande fra B og C til linjen AX. Sa gealder for arealerne
[DABOC] = [AOAB] + [AOAC] = $h-OA+1k-OA=10A-(h+k).

0g
[AABC] = [AAXC] + [AAXB] = 3k-AX +3h-AX =3 AX - (h+K) .
Dermed er
OA _ [T ABOC]
AX ~ [AABC] °
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Pa samme made er

OB _ [[BCOA] OC _ [CCAOB]
BY [AABC] ' CZ [AABC] '’

hvoraf
OA OB  OC
AX BY ez
_ [ABOC]+[BCOA]+[_CAOB] _
= [ABC] =2 .Nu gelder

for positive reelle tal p, g og r, at det aritmetiske
middeltal er stgrre end eller lig med det harmoni- ' >
ske, dvs. A c

(p+q+r)(%+%+%) >9,

Denne klassiske ulighed fas ogsa ved brug at Cauchy-Schwarz’ ulighed. Dermed er

OA , 0B, OC)(AX  BY  CZ

VA _Ub UL 1 AA L BY | L2 |

(Ax+BY+czj(0A+OB+ocj—9' ©)
Nu er

AX _OA+OX _; OX

OA~  OA OA '

og tilsvarende for de gvrige trekantsider, sa (5) omskrives til

OX oy 0z OX ,0Y 0z _9 3
. A Al £ | > DA MYE ST 32
2(1+OA+1+OB+1+OCJ_9 = OA+OB+OC_2 3 >

Dette er netop det gnskede.

Bemerkning.

Vi navner, at der i enhver trekant med sidelengder a, b og c galder

3 a b Cc
2 <
27 b+c c+a a+b <2

Venstre ulighed er Nesbitts ulighed. Hajre ulighed fas ved at benytte trekantuligheden

atb>c < 2@+b)>a+b+c,
og tilsvarende
2(b+c)>a+b+c , 2(a+c)>a+b+c.
Sa fas
a 2a 2a b < 2b cC__ 2c

b+c:2(b+c) a+b+c ' c+a a+b+c ' a+b a+b+c’
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Addition giver
a_ | b c 2a+2b+2c:
b+c c+a a+b a+b+c

Besvarelser modtaget fra:
e Jens-Sgren Andersen
o Walther Janous
e Asger Olesen
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