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Svar pa opgave 375
(December 2020)

Opgave:

a. Vis, at der for reelle positive tal a, b og ¢ galder
ab+c®  bc+a’ +ca+b2

>a+b+c.
a+b b+c c+a
a+b2+ b+cz+ c+a2 <111
ab+c° bc+a” ca+b a b c

b. Vis, at der for reelle tal x, y og z i intervallet ]0;1] geelder
X 4, ¥ 4z < 3
l+y+zx 1+z+xy 1+x+yz X+y+zZ

Besvarelse:

Den farste opgave i a. er allerede stillet som opgave 309 (april 2014). Vi bringer her nogle
anderledes lgsninger.

a.
l.
1. metode
Vi kaster os ud i brutal bogstavregning:
2 2 2
ab+c” | bc+a _a+ca+b _b
a+b b+c c+a
_ab+c®—ac—hc a2+bc—ab—ac+b2+ca—bc—ba
a+b b+c c+a
_(c-a)c-b) (@a-b)a-c) 6 (b—-a)b-c)
= + +
a+b b+c c+a

(c* —a’)(c® -b?*) + (a® —b?*)(@* —c®) + (b* —a°)(b* —c?)
(a+b)b+c)(c+a)

_at+btact b’ —cfa’—a®® 1 (a® b))+ (b’ —c’)’+(c’~a’)’ |
(a+b)(b+c)c+a) -2 (a+b)(b+c)(c+a) -

Lighedstegn galder netop hvisa=b =c.

2. metode (Palle Bak Petersen, Hillerad)
Vi satter

u=b+c , v=c+a , w=a+bh.
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Lasning af dette ligningssystem giver
a=3(v+w-u) , b=f@u+w-v) , c=3(Uu+v-w).

Vi far

uv=(b+c)c+a)=ab+c?+c(a+bh),

w=(c+a)a+b)=bc+a’+a(b+c),

uw = (b +c)(a+b)=ca+b’+b(a+c).
Dette indsattes, sa venstre side af ulighedstegnet far udseendet

ab+c®  bc+a’ N ca+b? _uv—c(a+h) L w-a(b+c)  uw-h(a+c)

a+b b+c c+a a+b b+c a+c
:ﬂ—c+——a+——b uv+M+UW—(a+b+c)
w u w
:—+—+M—l(u +V+W) .
w u \'

Vi skal derfor vise, at
uv uw 1

—+—+———(u+v+w)> (u+v+w)
w u \'
eller at
Wi, W utv+w. 1)
w u \'
Hvis vi saetter
_ [uv — | —
_\jw Y \ju \/
fas
uv vw
X —.— =V , yI=W , XZ=U,
y= w U y

sd (1) er ensbetydende med
Xe+y +722 > Xy +yz+ Xz
10¢—2xy+y?)+3 (¥ —2xz+2%) +3(y* —2yz+2%) >0
< G-y (x-2°+ 3(y-2 20,

hvilket er sandt.

3. metode (Walther Janous, Innsbruck)

Vi har, at
ab+c® _a+b _ 2ab+2c®—a’—b*-2ab
a+b 2 2(a+b)
c? - 2b? -b* _c?-b® _a-b

~2(a+h) aa+m atb 2
Tilsvarende er
bc+a’ b+c_a’-c® b-c ca+b’ c+a_b’-a® c-a

b+c 2 b+c 2 " c+a 2 c+a 2

Addition giver
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ab+c?  bc+a®  ca+b? _c?-p? a?-c? b*-a’
—(a+b+c)=
a+b b+c c+a a+b b+c c+a

Altsa skal vi vise, at
2 2 2 2 2 2
c°-b°  a"-c +b —a 50,
a+b b+c c+a
Denne ulighed er ensbetydende med

a'+b* +c’ —a’%® —a’c’ —b’c® 0
(a+b)(@a+c)(b+c) -
og da teelleren kan omskrives til
%((aZ _b2)2 +(b2 _C2)2 +(C2 _aZ)Z) ’
er uligheden opfyldt.

4. metode (Hans Benner, Randers)
Uligheden omskrives til

2 2 2
C a b > a— M)+b_ bc +c__ca
a+b b+c c+a a+b b+c c+a
c? a’ b? a’ b? c?

+ > + .
a+b b+c c+a a+b b+c c+a

Vi minder om permutationsuligheden:
Hvisai < a2 < ---<ap 0og b1 < by < --- < byog (p1.p2 . . ., Pn) €r en vilkarlig permutation af
(b,b2, ..., bp), er

ab,+ab, ,+---+ab <ap+a,p,+--+a,p, <ab +ab,+---+ab, .

Vi kan i denne opgave uden indskrenkning antage, ata < b < c. Saer
a2 <b?<c?
0g
L o1 1
b+c ™ a+c  a+b
Benyttes permutationsuligheden pa disse to talreekker med tre elementer i hver, fas
2 2 2 2 2 2
a b L ¢ . a b +C
a+b b+c c+a b+c a+c a+b

b+c>a+c>a+h <«

hvilket netop er det gnskede.
1.

1. metode (Asger Olesen, Tander)
Vi ganger med fellesnaevneren for samtlige brgker pa begge sider af ulighedstegnet, dvs. vi ganger
med

abc(ab + c?)(bc + a?)(ca + b?) ,
sa uligheden er ensbetydende med
abc(bc + a?)(ca + b?)(a+b) + abc(ab + ¢?)(ca + b?)(b + ) + abc(ab + ¢?)(bc + a?)(c + a)
< (ab + ¢?)(bc + a?)(ca + b?)(bc + ac + ab)
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Efter et veritabelt orgie af algebra kan dette reducers til
a*b?c?® + ab*c? + a%b%c* < a’b* + bc* + atc?
< a'b* + bict + ac? - a®b’c? - a%b*c? - a%h’ct > 0
o 3((@0*-b’c®)* +(b’c’ —a’c?)* +(a’c’ —a’h’)*) 2 0
hvilket er sandt.

2. metode (Walther Janous, Innsbruck)
Vi far, at

1
b _a+b 1 1.2 a+b

+
2 abtc? 2a 20 2b ab+c?

2 2 2
1 1 +2(ab+c)—2b(a+b)_ 1 1 +_C -b

~2a 2 2b(ab+c?) 22 2b b(ab+c?)’

= +-=
2  pc+a? 2b 2c c¢(bc+a®)

1,1
cta

a _
2  ca+b® 2c 2a a(ac+b?)

c+a 1 1 b® —a?

Ved addition fas

Q|

1.1 a+tb  b+c  c+a |_ c?-b? a’—c’ b? —a?

Tt 7T 2 2 |~ 2 2 2y -
b ¢ \ab+c® bc+a® ca+b b(ab+c®) c(bc+a”) a(ca+b?)
Vi skal derfor vise, at

c? —b? a’—c’ b? —a?

b(ab+c?) c(bc+a’) a(ca+b’)

Denne ulighed er ensbetydende med

a'b’ +a’c’ +b'c’ —a'b’c’ —a’b'c® —a’b’c’ | 0
abc(a® +bc)(b® + ac)(c’ + ab) -

Teelleren omformes til

i(a'(b® —c?)* +b*(c* —a%)’ +c*(a’ —b?)*)
og dermed er uligheden opfyldt.
b.

1. metode
Idet
1+xy=(A-x)(1Q-y)+x+y
far vi
l+z+xy=(A-xX)(L-y)+x+y+z>x+y+z.
Tilsvarende er

1+x+yz=(1-y)(1-2)+x+y+z>x+y+z
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l+y+zx=(1-2)(1-X)+x+y+z>x+ty+z.
Dermed er
X + y | Z < oS A — =
1+y+zx 1+z+Xy 1+X+YyZ X+Y+Z X+Yy+Z X+Yy+12Z

ogdax+y+z < 3er

X+ Yy+z
sa den givne ulighed er opfyldt.
2. metode (Walther Janous, Innsbruck)
DaO<x <1, er
X(x+y) <x+y<1l+y,

hvoraf
XAy <1l+y < xXP+xy+x <1+y+2x.
Altsa er
X < X N x 1
I+y+2x = x® 4+ xy+2x 1+y+2x = X+y+z
P& samme made er
y < 1 1 y4 < 1 1
1+z4+Xxy = X+y+z 1+ X+yz — xX+y+z

og ved addition af de sidste tre uligheder far vi, at

X . ¥ .z . 8
1+y+zx 1+z+xy 1+X+yz X+y+1Z

Besvarelser modtaget fra:

e Jens-Sgren Andersen
Hans Benner
Walther Janous
Asger Olesen
Jargen Olesen
Palle Bak Petersen
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