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Opgave:

Tallet a er et naturligt tal.
Angiv antallet af ikke-negative hele lgsninger til ligningen

intX = intX-
int% =int%; .

Besvarelse:

1. metode

Vi overvejer farst, hvor mange ikke-negative hele lgsninger, der findes til ligningssystemet
int2 =n , int%=n,
a+l
hvor n er et forelagt ikke-negativt tal. Vi har, at
n<X<n+l eller na<x<(n+Da (1)
og at
n<JZz<n+l eller n(@@a+l) <x<(n+l)(@a+l). (2)

Hvis begge ligninger er opfyldt, altsa hvis

intX = int—X_ =
|nta |nta+1 n,

skal x ligge i begge de naevnte intervaller (1) og (2), og da

na<nl@a+l)<(n+la<(n+1)(a+1l),
geelder

n@a+1l) <x<(n+la eller na+n<x<na+a.

Dette interval indeholder a - n forskellige hele positive tal x, nar n < a. Hvis n > a findes ingen x,
idetsana+n > na+a.

Til forskellige verdier af n far vi forskellige lgsninger. Hvis n1 < n2 0g X1 0g X2 er lgsninger
hgrende til henholdsvis n1 og n,, geelder efter ovenstaende:

xt<n@a+a=(Mm+la<na<na+n <X,

sd x1 # Xz. Vi skal altsa leegge antallet af Igsninger sasmmen forn=0, 1, 2, ..., a. Derfor er antallet
af lgsninger

a-1

D (a-n=a+(@-D+@-2)+-+2+1=4a@+1) .

n=0

2. metode (Walther Janous, Innsbruck)

Vi kan skrive x pa formen
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x=a(@+1t+r,
hvor r og t er hele tal og
t>0, 0<r<a(a+l).

Sa kan ligningen omskrives saledes:

int2@+ D+ 8@ DT e 4int D = at+int——
a+1 a a+1l
& int———intf=t>o0.
a+1 a
Vi har, at
T o it <int!,
a+l a a+l a

og efter (2) er
int—— >int™ |
a+1 a
sa vi far
r

int—" —int L
|nta+1—|nta.

Efter (1) er

0<—'-<a og 0<f<a+1.
a+1 a

De to braker S5 og § ligger efter (3) i samme heltalsinterval blandt intervallerne

[0,1[,[1,2[,,[3.'1,3.[,

Altsa geelder

r r
kga—+1 A E<k+1 < (a+dk <r<a(k+1).

Antallet af vaerdier for r er derfor
(k+1a-k(a+1l)=a-k,

og antallet af Igsninger til ligningen er dermed
a-1

Y (a-k)=a+(@a-1)+(@-2)+-+2+1=4a(a+1)
k=0

3. metode (Klaus Grinbaum)

For nemheds skyld ser vi pa ligningen for a = 25:

. X _ioe X
Intﬁ—lnt% .

Hvis x er en hel positiv lgsning, geelder efter den seedvanlige divisionsligning
X=0-26+r, 0<r<25,q9q=0.
Ligningen far s& udseendet

@)

(2)

(3)
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L -26+r . (-26+T . q+r| . T
Int 25 =Int 26 < Int 9+—55- =Int 9+

i ﬂz- L i m= < <
& int o5 |nt26 & int o5 0 & 0<qg+r<24.

Hver lgsning bestemmer entydigt q og r, sa an- tallet af

lasninger er antallet af lgsninger (q,r) til uligheden 0 < q

+r < 24. Dette er antallet af gitterpunkter, der ligger i 1. \
kvadrant eller pa g-aksen eller pa r-aksen i et (r,q)- 24
koordinatsystem, altsa

1.25.26. r+q=24

Argumentet kan naturligvis gennemfares i al-
mindelighed, sa vi far et antal lgsninger pa

1a(a+1).

Bemarkning. Ligningen -
int¥ =int% 2‘\
intZ =intg

har -5-6 = 15 lgsninger, nemlig

0,1,234 , 67,89, 12,13,14 , 18,19 , 24 .

Den made, lgsningerne er grupperet pa, fremgar af de grafiske billeder af funktionerne

y=int¥ og y=intg .

7y=int%
44
ab o
51
. g .
5 6 10 12 15 18 20 25
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Bemeerkning. Vi ser pa ligningen
intX =int—2- .
a a+2

Vi har, at

intX=int—*_=0
a a+2

netop hvisx =1, 2,3,...,a-1,dvs. vi har her a - 1 lgsninger.

.. . X _ X _ -
Ligningen mta = mt_a+2 1har lgsningerne

Xx=a+2,a+3,...,2a-1,
altsd a - 2 lgsninger.

. X X _ .
Ligningen |ntg =int P k har lgsningerne
x=(a+2k,(@+2k+1,...,(a+2k+(a@a-1-2k)=ak+a-1,
i alt a - 2k lgsninger. Antallet af lgsninger er ikke O, hvis

ak+ta-1>(@a+2k < a-122k < k<i(a-d.

Derfor er det samlede antal lgsninger til den givne ligning

C
a-l+a-2+a-4+--=a-1+) (a-2k)
k=1

Cc
=a-1+ca—-» 2k=a-l+ca—2(1+2+ -+c)=a-1+ac—c(c+1),
k=1

_ 1 - - _ - -
hvor ¢ = &= hvis a er ulige og ¢ = -1 hvis aer lige.
Hvis a er ulige, fas antallet af lgsninger til

a-l+a-&l-al.al_l@_1)@+3),

og hvis a er lige fas antallet til

De to tilfeelde kan efter lidt pusleri skrives samlet sadan:
i(a®+2a-31-1(-1)?).
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