Opgavehjgrnet Redakter: Jens Carstensen

Svar pa opgave 377
(Februar 2021)

Opgave:

Det er let at regne med kubikrgdder!
a. Bestem alle naturlige tal p og q, sa

We+a-ip-a-=1.
b. Find alle positive reelle tal x, for hvilke

313+ x +313-/x

er et helt tal.

Besvarelse:

a.

1. metode.
Vi oplgfter til tredje potens pa begge sider, sa ligningen er ensbetydende med

Jora-3iffpra fp-a+3ifpra-fip-a -(Jp-a)=1
& 29-33/(p-0) (P +a) +3{/(p-*) (/P -0) =1
N —33p—qz-(i/\/ﬁ+q—%/\/6—q):1—2q.

Parentesen pa venstre side har verdien 1 efter den oprindelige ligning, sa vi far

-3yp-0*=1-29 < Yp-q°=1(29-1). (1)

Her ma $(2q-1) veere et naturligt tal, fordi kubikroden af et naturligt tal er irrational eller et

naturligt tal. Vi ser, at vi kun kan bruge verdierne q =2, 5, 8, ..., dvs. vi kan sztte q = 3k — 1, sa vi
af (1) far

13/ p—(Bk-1%=1(2(3k-D)-1) < p-(k-1)*=(2k-1)° < p=8k>-3Kk*.
Ved at gare pragve ses, at alle talpar af formen

(p,q) = (8Kk® - 3k?, 3k - 1)
er lgsninger til (1), idet

3 p—q? = 8Kk® —3k? —9k? —1+6k = /8Kk® —12k* +6k —1
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—Y(2k-1)* =2k-1=1(29-1) .

Lasninger er fx. (p,q) = (5,2) og (p,q) = (52,5) svarende til k = 1 og k = 2. Disse giver falgende
besynderligheder:

YB5+2-B-2-1 og YV52+5-3YJB2-5-1.

2. metode (Asger Olesen, Tgnder).

Vi seetter

azﬂJB—q,
s& vi kan omskrive sdledes:

3 p+q=1+§/\/6—q SN \/E+q:(1+13/\/6—q)3
= p+q:1+\/5—q+3{’/\/6—q2+3§/\/3—q

& 20-1=3a°+3a < 3a°+3a-(29-1)=0.

Diskriminanten for denne andengradsligning i a er
d=9+12(2q-1)=249-3,
som er positiv, da g er et naturligt tal. Vi far lgsningerne

Q- 3,\/6_(:] _ —313{§4q—3 .

Her kan kun fortegnet + for kvadratroden benyttes, thi ellers var a < 0 og dermed
1={p+a-§p-a=3Jp+a-a>{p+a>1,

hvilket er en modstrid. Altsa er

%/Jﬁ—qfﬂ@ < 63p- = 3+./249-3
216(ﬁ—q):(m—3)3.

Efter en raekke traelse algebraiske omformninger fas, at dette er enshetydende med

9./p =(q+1)240-3 < 8lp=(q+1)’-(249-3) < 27p=(q+1)’-(8q-1).

Vi skal derfor bestemme de vardier af g, for hvilke 27 gér op i f (q) = (q + 1)%(8q - 1).
Vi finder, at

f(2)=32.15=3%.5 , f(5)=62.39=22.3%.13 , f(8)=9%.63=3°%7,

som alle er delelige med 27. Det er derfor nzerliggende at formode, at f (q) er delelig med 27 for
enhver veerdi af g af typen g = 3n + 2, hvor n gennemlgber de naturlige tal. Vi finder
f(3n+2)=(Bn+3)%>-(8(3n+2)-1)=3(n+1)-(8n +5),

hvilket viser formodningen. At der ikke findes andre muligheder for g ses ved at vise, at f (3n) og f
(3n + 1) ikke er delelige med 27:

f(3n)=(Bn+1)?-(8-3n-1) = 1% (-1)=-1 = 2 (mod 3) ,
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fBn+1)=Bn+2)2-(8Bn+1)-1)=Bn+2)2(24n+7) = 22.7 = 1 (mod 3) .
Derfor har lgsningerne til den oprindelige ligning parameterfremstillingen
(0.0) = (%3 -(n+1)*-(8n+5),3n+2) =((n+1)*-(8n+5),3n+2).

Denne parameterfremstilling er i virkeligheden den samme som den, der er omtalt under 1. metode.
| stedet for at vaelge g = 3n + 2 oven for, kunne vi vaelge g =3n -1, sa

f(3n-1) =(3n)?-(8(3n - 1) - 1) =9n?(24n - 9) = 27n?(8n - 3) .
sa ville vi fa parameterfremstillingen

(p.0) = (%-27n*(8n—3),3n—1)=(8n° -3n°,3n-1) .

Bemarkning.

Man kunne ogsa veelge at se pa ligningen

INp+a-3Jp-a=2.

Samme fremgangsmade som oven for giver ligningen
20-33/(p—a*)(\/p +a) +33/(p-a") (\/p —0) =8
< -33p-¢q° -(%/\/B+q—%/\/5—q):8—2q :

Parentesen pa venstre side har verdien 2 efter den oprindelige ligning, sa vi far

-3yp-q°-2=8-29 < {p-0° =1(29-8)=1(q-4). 2

Her kan g antage vardierne 4, 7, 10, ..., s& vi kan satte = 1 + 3k. Sa er
L(q-4)=1(@+3k—4)=k-1.

Vi far s
Yp-a° =k-1 < p=(k-1°+@+3K)*=k*+6k*+9k.

En parameterfremstilling for lgsningerne til ligningen bliver dermed
(p,q) = (k3 + 6k? + 9k , 3k + 1) .
Verdierne k = 1 og k = 2 giver (p,q) = (16,4) og (p,q) = (50,7), sa vi far formlerne

JJ16+4-3Y16-4=2 og YV50+7-YB0-7=2.

Den farste er den trivielle

P30 =2.
b.
Vi seetter
f(x):§/13+\/§+§/13—\/§ for x> 0.
Saer
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_ 1 [ 1 B 1 J
Vx| 3fizrvx fzx
f'X)<0 < 3/13+\/§>3/13—\/§,

hvilket abenbart er sandt. Dermed er f (x) aftagende for x > 0. Nu er

F () = YVx+13-3x 13, 3

f(x)>0 < \/§+13>\/§—13,

Vi har, at

sa vi slutter, at

hvilket er sandt. Vi har, at f (0) =23/13 ~ 4,7027, s&

0 <f(x) <5.
Desuden ser vi af (3), at
f(x) >0 for x —>o.

Derfor kan f (x) antage de hele veerdier 1, 2, 3 og 4. Vi gennemgar disse tilfelde efter tur.

. f(x)=4. Vi far

Y13+4x ~Yx-13=4.

Vi seetter
h= \/ x+13 h+4 .
Derfor er
(h+4)2=h3+12n?+48h +64=+/x +13 og h3=+/x -13,
hvoraf
(h+4)P%=h3+26 <« 12h*+48h+38=0 < h=-2+1.30
Nu er

h=3Vx-13 > ¥~13 ~ -2,35

sa vi kun kan bruge

h :—2+%\/% :
Derefter er
h? :(%@—2)3 ~1.30-13,
sa

x=h*+13=11/30 < x=2845 137,245 .

1. f(x)=3.Vifar

13+x —Jx-13=3.
h=3x Jx+13=h+3 .

P& samme made som oven for fas

Vi seetter
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(h+3)P°=h*+26 < 9h?+27h+1=0 < h=%.

Her kan vi kun bruge

ho —9+T7
6 Ll

hvoraf
x=h*+13=80./77 < x=12320 +168,999.

1. f(x) = 2. Vi far

Y13+4x ~Yx-13=2.
h=3Jx Jx+13=h+2 .

(h+2°=h*+26 <« h2+2h-3=0 < h=-3 v h=1.
Her er kun h = 1 brugbar, sa

Vi satter

S& fas

Ix=h*+13=14 < x=19.

IV. f(x)=1. Vi far

H13+x —YVx —13=1.
Vi seetter
h= x 13 x+1 =h+1 .
Sder

(h+1)3:h3+26 = 3h2+3h_25:0 PN h:—3i6’\/309 .

Kun fortegnet + kan bruges, og

JX=h®+13= ( —3++/309 ] 13_14\/30 x = 20188 _ 247 704 |

27

Vi har dermed fundet fire lgsninger pa problemet:

{386, 12500 196, 2980} = (137 3% 168728 196, 74753} .

Vi kan afbilde situationen grafisk som vist
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fx) = V13 + VX + V13- VX

N W A

50 100 200 400 600 800

Bemerkning.
Vi kan lgse de fire ligninger under et for k = 1, 2, 3, 4 ved at oplgfte til tredje potens pa begge sider:
13+ Vx +313-Vx =k 4)
& 134X +13-Vx + 313+ x -Y13—x +333+ V% JB_Tx =K
= 26+33/l3+\/§-§/13—\/§-(3’/13+\/§+§/13—\/§)= K.

Her er parentesen pa venstre side lig med k, sa

3
8 3
26+3Y169-x k=k' & 169-x =XKL o 169—x=(k —ZGJ

3k

3 3 9 6 3
o x=169- (=26 _ —K®+78K°+ 2536K° +17576 )
27k 27k

For k=1, 2, 3 ,4 fas resultaterne oven for. Dette forudsatter, at vi i forvejen som vist har godtgjort,
at venstre side i (4) ligger mellem 1 og 4.

Hvis vi ikke pa forhand har undersggt funktionen f (x), men blot foretager omskrivningen oven for
og nar frem til (5), far vi

(k*-26)° _ 13- 27Kk® — (k° - 26)°
27k° 27k°

og her geetter vi k® = -13 som rod i polynomiet af 9. grad i teelleren. En hel rod er nemlig divisor i
polynomiets konstantled 26° og ved indsettelse af k® = -13 far vi:

132.27-(-13) - (-13-26)*=-13%.32+39°=0.
Ved udregning af telleren (se oven for) og division med k3 + 13 far vi

X=169—

o —(k® +13)(k® —91k® -1352) _ —(k® +13)(k® +13)(k® ~104) _ (k® +13)*(104 —k°)
27k° 27k° 27k° '

Dax>0o0gk>0, er0<k®< 104, s& k kan antage en af veerdierne 1, 2, 3, 4. Ved ind- sattelse af
disse veerdier fas de naevnte lgsninger.

Bemerkning.

Ligningen (5) er enshbetydende med
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9 6 3
27y = —k” + 78k +53535k +17576 '
Da x > 0 kraeves, at hgjre side er ikke-negativ, dvs.
k® - 78k® - 2535k® - 17576 < 0 . (6)
Vi seetter
g(k) = k% - 78k° - 2535k*® — 17576 ,
hvoraf

g'(k) = 9K - 468Kk° - 7605k? = 9k?(k® - 52k® - 845) = 9k?(k® + 13)(k® - 65) .
Dette giver, at g(k) er aftagende i [0;3/@] 0g voksende i [%oo[ Nu er 3/65 ~ 4,02 og vi far

tabellen

k 0 1 2

3 4 5

g(k) | -17576 -20188 -42336 -123200 -237160 399924

Altsa er uligheden (6) opfyldt for k =1, 2, 3, 4.

Bemerkning.

Der findes tidligere opgaver i Opgavehjgrnet, der kan minde om opgave 377. Det drejer sig om

opgave 159 (april 1999) og opgave 297 (februar 2013):

159 : Find de positive reelle vaerdier af a, for hvilke tallet

J2+4a+32-/a

er helt.

297 : Bestem alle hele tal n, s&

Jn+125 —y/n-1245

er et helt tal.

Besvarelser modtaget fra:
e Jens-Sgren Andersen
Roger Bengtsson
Hans Benner
Klaus Griinbaum
Magnus Jakobsson
Walther Janous
Hans Mortensen
Asger Olesen
Jorgen Olesen
Jan Erik Pedersen
Palle Bak Petersen.
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