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Opgave:

a. Los inden for de reelle tal ligningssystemet

_ X°+12x - y>+12y y = 73 +12z
3x*+4 3y’ +4 ' 32 +4

y

b. Las inden for de reelle tal ligningssystemet
x3-9(y?-3y+3)=0
y3-9(z2-32+3)=0
72-9(x*-3x+3)=0.

c. Las inden for de reelle tal ligningssystemet

2X + X2y =y
2y +yz=1
27+ 7°%X=X.

Besvarelse:

a.
1. metode.

Vi definerer funktionen

3
£ (x _X +12x
() 3x° +4

som er voksende, idet
. 3(x2 —4)°
f = ————
(x) (3%% + 4)? g
Vi har s3, at
y=f(x) , z=f(y) , x=1(2) .
Vi kan antage, at x = min{x,y,z}. Sdery=f(x) < f(y) =z Dasay < z,erf (y) < f(z) ellerz < x.
Dermed er
X<y<z<X,
sax=y =1z Altsaer

3
x=X +12x

“aiia & IC+Ax=x+12x < 2x°-8x=0 < x=0 v x=%2.
X +

Lesningerne er altsa
xy,2) @ (-2,-2,-2) , (0,0,0) , (2,2,2) .
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2. metode.
Vi far, at
(x+2°=x3+6x>+12x+8 og (x-2°=x3-6x>+12x-8 ,

hvoraf

3 2 3 2 3

er2=(x+2) 2—6x —8+2=(x+2) —22(3x +4)+2=(x-2|-2)

3X° +4 3x° +4 3x“ +4

0g

(x—2)3+6x2+8_2: (x—=2)° +2(3x° + 4) e (x-2)°
3x* +4 3x* +4 3x° +4

y-2-

Tilsvarende formler fas for de variable y og z og for x og z.
Hvis x = 2, er

Hvisy = 2, er

Disse ligninger indszttes indbyrdes i hinanden bagfra, og man far
3 9 27
X+2 _(z+2) _[Y+2) _[x+2
x-2 (z-2 y—2 x-2)

X+2
—X_2—1.

Altsa har vi mulighederne

x| X
I+
NN
I
|
[EEN
x| X
I+
NN
I
o

Den farste ligning giver x = 0, den anden x = -2 og den tredje har ingen lgsning. Lgs- ningen x = 0
givery=00gz=0, og lgsningen x = -2 givery =-2 0g z = -2.

Bemarkning. @nsker man ikke at benytte differentialregning, kan man se, at f (x) er voksende ved
at bemeerke, at

3 3 2
f(a)— f(b) =2 +12a b +12b _ 3(ab-4)" +4(a-b) _p).
(@)= 1) 3a+4  3%+4 (32’ +4)(3b% +4) (a-=b)

Hvis a > b, er altsa f (a) > f (b).

b.

Vi har, at
(y-3)P°=y3-3y2-3+3y-32-33=y3-0y? + 27y -27=y3-9(y>-3y+3). (1)
Den farste ligning i systemet giver

x*=9(y?- 3y +3),
sa (1) giver
(y-3°=y>-x°.
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Tilsvarende omskrives de to andre ligninger, sa systemet er ensbetydende med

(y-3)°=y*-x

(z-3)2%=22-y*

(x-3P3=x3-2%.
Addition giver

(x-3)°+(y-3)°+(z-3)°=0. )
De tre variable x, y og z kan ikke alle vaere mindre end eller lig med 3, idet venstre side i (2) i s&

fald var negativ. Vi kan derfor antage, at x > 3. Den tredje ligning i systemet omskrives sadan:
2-9(x*-3x+3)=0 < 7-27=9x(x-3),

og da x > 3 falger heraf, at z > 3. Pa samme made ery > 3.
Af (2) slutter vi, at x =y = z = 3 er den eneste mulige lgsning, og ved indsattelse ses, at (x,y,z) =
(3,3,3) faktisk passer.

C.

Hvis en af de ubekendte, fx x, er +1, far vi
Ax+xXy=y & E2+y=y,

hvilket er umuligt. Ingen af de variable har altsa veerdien + 1. Sa kan ligningssystemet omformes til

2X 2y 2z
= , I=—25 | X=—"2% .
Y Ie 1-y° 1-7°
Nu husker vi formlen
tan2y = 28NV tan;/ :
1-tan“v

sa vi foretager substitutionen x = tanv for —Z<V<Z,VV£L. Sa far vi ligningssy- stemet

y =tan2v , Z:2ta—r122v:tan4v , X=
1-tan® 2v

28NV _angy |
1-tan® 4v
Dermed findes et helt tal k, s

tanv=tan8v <« 8v-v=kr < v=3Ikn,

og derfor
—2<ikn<l o -Z<kn<IZ,

sa -3 < k < 3. Derfor har ligningssystemet lgsningerne
(xy.2) = (tan'F, tan 2% tandkt) | k=-3,-2,-1,0,1,2,3.

Verdien k = 0 giver den indlysende lgsning (x,y,z) = (0,0,0), mens k = + 1 eksempelvis giver
(x,y,2) = (+0,48157, +£1,25396 , +4,38129) .

Vi navner, at (x,y,z) = (£i,=*i,+i) er komplekse lgsninger til ligningssystemet.
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Besvarelser modtaget fra:
e Jens-Sgren Andersen
e Hans Benner
e Walther Janous
e Jan Erik Pedersen.
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